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Στην παρούσα εργασία εξάγονται και παρουσιάζονται συστήματα εξισώσεων τύπου 
Boussinesq, αρχικά για σταθερή βαθυμετρία, στη συνέχεια για μεταβαλλόμενη 
βαθυμετρία και τέλος με βελτιωμένες σχέσεις διασποράς ώστε να καταστούν 
εφαρμόσιμες και σε νερό ενδιάμεσου βάθους. Στην συνέχεια και για τις τελευταίες 
παρουσιάζεται το θεωρητικό πλαίσιο κάτω από το οποίο μπορούμε να εισάγουμε 
συνθήκες εισόδου και υπό ποια κριτήρια αυτές θεωρούνται αποδεκτές ως προς την 
αντίστοιχη σχετική βαθυμετρία που εξετάζουμε. Έχοντας υιοθετήσει τη φιλοσοφία 
παραγωγής εξισώσεων παρουσιάζουμε ασθενώς μη γραμμικές εξισώσεις οι οποίες 
στην γενική τους περίπτωση δεν έχουν περιορισμό στην περιοχή των μακρών ή των 
βραχέων κυματισμών και έχουν τη δυναμική να περιγράψουν κυματισμούς  ευρέου 
φάσματος. Οι εξισώσεις αυτές στην απλή τους περίπτωση, θεωρώντας κυματισμούς 
λεπτού φάσματος (μίας πρωτεύουσας συχνότητας) και κάτω από τις κατάλληλες 
προϋποθέσεις για τη βαθυμετρία, μπορούν να ελαττωθούν στις εξισώσεις 
Boussinesq. Κάνοντας χρήση των βελτιωμένων εξισώσεων Boussinesq γίνεται 
προσπάθεια βελτίωσης της σχέσης διασποράς που εμφανίζουν οι εν λόγω 
εξισώσεις. Τέλος παρουσιάζεται το σχήμα για την αριθμητική επίλυσή των 
βελτιωμένων εξισώσεων Boussinesq, που βασίζεται στην μέθοδο των 
πεπερασμένων διαφορών καθώς και οι αντίστοιχες συνθήκες για την αριθμητική 
σύγκλιση και ευστάθειά τους, συζητούνται οι συνοριακές συνθήκες που επιβάλουμε 
στο τέλος του χρονικού παραθύρου και ο λόγος για την επιλογή τους. Μετά από 
αναφορά στην επιλογή της διακριτοποίησης των μη γραμμικών όρων 
παρουσιάζονται κάποια συγκριτικά αποτελέσματα που προκύπτουν με την 
εφαρμογή των παραπάνω στο MATLAB. Σαν επίλογο παρουσιάζουμε την συσχέτιση 
της διαδικασίας αριθμητικής επίλυσης των εξισώσεων τύπου Boussinesq για την 
επίλυση των βελτιωμένων ασθενώς μη γραμμικών εξισώσεων, οι οποίες μπορούν 





1.1. Μία σύντομη ιστορική αναδρομή 
Οι εξισώσεις Euler που διέπουν την κίνηση ομογενούς, ασυμπίεστου, μη συνεκτικού 




                                                                                                            (1.1) 
                                                                                                                                       (1.2) 
Όπου    η ταχύτητα του ρευστού, ρ η πυκνότητά του,   η πίεση και   η 
επιβαλλόμενη δύναμη σε αυτό. Οι εξισώσεις (1.1), (1.2)  παρουσιάστηκαν το 1761 
από τον  Leonard Euler, με τη συμβολή του D’ Alampert. Στο πρόβλημα διάδοσης 
επιφανειακών κυματισμών βαρύτητας, θεωρείται ως δύναμη ασκούμενη πάνω στο 
ρευστό η βαρύτητα. Υποθέτοντας συντηρητικό πεδίο για την           με 
     και χρησιμοποιώντας κάποιες διανυσματικές ταυτότητες οι (1.1), (1.2) 







                                                                                  (1.3) 
                                                                                                  (1.4) 
Υποθέτοντας ότι η ταχύτητα του ρευστού επάγεται από κάποιο δυναμικό ταχύτητας 







      
 
 
                                                                                             (1.5)          
                                                                                                   (1.6) 
Με τη συμβολή του θεωρήματος Bernoulli που ήταν γνωστό από το 1730 η (1.5) 










                                                                                                           (1.7) 
Κάνοντας χρήση όλων των ανωτέρω ανακαλύψεων ο Lagrange το 1781 έθεσε τις 
συνοριακές συνθήκες για το ασυμπίεστο, αστρόβιλο και μη συνεκτικό ρευστό. Η 
πρώτη αφορούσε την συνολική πίεση στην επαφή των δύο ρευστών (νερό - αέρας) 
και χαρακτηρίζεται ως δυναμική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας ενώ η δεύτερη 
αφορά την κινηματική του προβλήματος, υπό την παραδοχή ότι ένα υλικό στοιχείο 
της ελεύθερης επιφάνειας θα πρέπει να παραμένει σε αυτή και αναφέρεται ως 
κινηματική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας. Συνοψίζοντας κατέληξε στην 
διατύπωση του προβλήματος που θα μας απασχολήσει και είναι το ακόλουθο, το 
οποίο παρουσιάζουμε χάριν απλούστευσης σε δύο χωρικές διαστάσεις, με   την 
οριζόντια και   την κατακόρυφη συνιστώσα: 
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Εικόνα 1: Το πρόβλημα των επιφανειακών κυματισμών βαρύτητας σε δύο διαστάσεις 
 
                                                                          (1.8) 
   
 
 
   
    
                                                                                (1.9) 








                                                                                                     (1.11) 
Όπου η (1.9) είναι η δυναμική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας, (1.10) η κινηματική 
συνθήκη ελεύθερης επιφανείας και (1.11) είναι η συνθήκη μη εισχώρησης του 
πυθμένα και αποτελεί στην ουσία μία κινηματική συνθήκη για τον πυθμένα. Οι 
ανωτέρω εξισώσεις (1.8) - (1.10) συνοψίζονται στην Εικόνα 1. 
Το 1874 ο George Gabriel Stokes προσπάθησε να επιλύσει με μία μέθοδο 
διαταραχών το ανωτέρω σύστημα (1.8)-(1.11), αναζητώντας περιοδικές λύσεις για 
συγκεκριμένο μήκος κύματος   και υποθέτοντας μικρές διαταραχές ως προς το 
πλάτος (ή το ύψος) του κυματισμού       
 
 
, όπου   ο κυματάριθμος ενός  
συγκεκριμένου μήκους κύματος   που συνδέονται με τη σχέση   
  
 
 και   το 
πλάτος της ανύψωσης της ελεύθερης επιφανείας,   το ύψος του κυματισμού από 
την κορυφή έως την κοιλία. Χρησιμοποιώντας εκφράσεις για την ανύψωση της 
ελεύθερης επιφανείας   και του δυναμικού ταχύτητας  της μορφής 
                                                                                                           (1.12) 
                                                                                                      (1.13) 
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Ο Stokes βρήκε λύσεις 1ης τάξεως στο γραμμικοποιημένο πρόβλημα και 
χρησιμοποιώντας αυτές βρήκε στην δεύτερη τάξη ασθενώς μη γραμμικές λύσεις, 
όπου ήταν οι ακόλουθες: 
                   
   
 
 
           
          
                                          
          
  
 
            
        




     
             
                                                      
Οι παραπάνω λύσεις αποτελούσαν καλή προσέγγιση των κυματισμών στο βαθύ 
νερό ωστόσο φαίνονταν να αποκλίνουν στο ρηχό νερό και η πλήρη εξαγωγή τους 
παρουσιάζεται στο εδάφιο 3.3. 
Το 1834, ο Βρετανός επιστήμονας John Scott Russell παρακολουθούσε ένα φορτίο 
το οποίο ρυμουλκούσαν άλογα κατά μήκος ενός καναλιού μεταξύ Γλασκώβης και 
του Εδιμβούργου, όταν με την ξαφνική διακοπή της ρυμούλκησης, δημιουργήθηκε 
ένα μοναχικό κύμα το οποίο ο Scott Russell παρακολούθησε  για σχεδόν ένα μίλι, 
μέχρι να χαθεί.  
Δέκα χρόνια αργότερα και αφού πραγματοποίησε πειράματα, έκανε σχετικές 
αναφορές για το φαινόμενο αυτό. Τα πειράματα αυτά οδήγησαν σε επιστημονικές 
διαμάχες κοντά στα τέλη του 1800, οι οποίες τελικά ξεπεράστηκαν με το έργο του 
Boussinesq κατά τη διάρκεια της δεκαετίας του 1870, ο οποίος εξήγαγε το σετ των 
εξισώσεων οι οποίες μπορούσαν να εξηγήσουν το φαινόμενο 
             
  
 
                                                                                                        
            
  
 
                                                                                                          
Από τις παραπάνω εξισώσεις (1.1.6) και (1.1.7) η αναζήτηση λύσεων που 
αντιστοιχούν σε κύματα που οδεύουν με σταθερή ταχύτητα οδήγησε τους Korteweg 
και de Vries το 1895 στην παραγωγή εξίσωσης που φέρει τα ονόματά τους και σε 
λύσεις μοναχικού κύματος, που πήραν την ονομασία σολιτονικές λύσεις καθώς και 
σε περιοδικές λύσεις που φέρουν την ονομασία cnoidal waves, οι οποίες θα 
μελετηθούν στα εδάφια 3.1 και 3.2.  
Οι εξισώσεις αυτές οδήγησαν στην  ανάπτυξη ισχυρών μαθηματικών εργαλείων 
όπως η θεωρία της αντίστροφης σκέδασης, βρήκαν εφαρμογές πέρα από την 
υδροδυναμική, σε διάφορους τομείς όπως η φυσική πλάσματος και αποτελούν 
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αντικείμενο μελέτης με πολυάριθμες δημοσιεύσεις μέχρι και σήμερα σε διάφορα 
επιστημονικά πεδία.  
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1.2. Βασικές εξισώσεις της κίνησης ρευστού με ελεύθερη 
επιφάνεια 
 
Στο εδάφιο αυτό θα παρουσιάσουμε τις βασικές εξισώσεις της κίνησης των ρευστών 
και στην συνέχεια θα εισάγουμε τις συνοριακές συνθήκες για ρευστό – υγρό με 
ελεύθερη επιφάνεια.  
Ξεκινάμε με την γενική θεώρηση ότι το ρευστό συντίθεται από μικροσκοπικά χωρία 
(απειροστοί κύβοι), τα οποία θεωρούνται τα υλικά στοιχεία και τα αντιμετωπίζουμε 
σαν σημεία στον χώρο, πάνω στα οποία οι διάφορες ποσότητες που εξαρτώνται 
χωρικά και χρονικά από αυτά (π.χ. πίεση, πυκνότητα κλπ ) θεωρούνται συνεχείς 
συναρτήσεις, πάνω στο συνεχώς κατανεμημένο ρευστό που καταλαμβάνει το χωρίο 
το οποίο εξετάζουμε. 
Σε ένα ρευστό που βρίσκεται σε κίνηση υπάρχουν δύο βασικά συστήματα 
συντεταγμένων τα οποία μπορούν να περιγράψουν την κίνησή του. Για να τα 
περιγράψουμε, ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να μετρήσουμε την θερμοκρασία σε 
ένα κινούμενο ρευστό π.χ. στο νερό που ρέει σε ένα ποτάμι. 
Ο πρώτος τρόπος είναι να βάλουμε ένα θερμόμετρο στο σημείο    του υγρού που 
ρέει και να μετρήσουμε την θερμοκρασία. Το συγκεκριμένο πείραμα θα μας δώσει 
μία συνάρτηση         η οποία περιγράφει την χρονική εξέλιξη της θερμοκρασίας 
στο σημείο    . Το       λέγεται Eulerian συντεταγμένη, ενώ η περιγραφή της 
συνάρτησης θερμοκρασίας λέγεται Eulerian περιγραφή και τις αντίστοιχες 
συναρτήσεις θα τις συμβολίζουμε με μικρό γράμμα. 
Ο δεύτερος τρόπος είναι να μετρήσουμε την θερμοκρασία από ένα πλωτό μέσο, το 
οποίο κινητέ με την ροή του ποταμού. Τότε τη χρονική στιγμή    , αποτυπώνεται 
(ιδανικά) η θερμοκρασία ενός υλικού στοιχείου     ενώ καθώς κινούμαστε με την 
ροή καταγράφεται η συνάρτηση       , που περιγράφει τη χρονική εξέλιξη της 
θερμοκρασίας της υλικής συντεταγμένης      Το    ,  λέγεται Lagrangian 
συντεταγμένη, ενώ η περιγραφή της συνάρτησης θερμοκρασίας λέγεται Lagrangian 
περιγραφή και τις αντίστοιχες συναρτήσεις θα τις συμβολίζουμε με κεφαλαίο 
γράμμα. 
Σκοπός μας είναι να εξάγουμε τις εξισώσεις της κίνησης για το πρόβλημα των 
επιφανειακών κυματισμών βαρύτητας, για ένα μη-συνεκτικό, ασυμπίεστο με 
σταθερή πυκνότητα και αστρόβιλο ρευστό. 
Έστω              ένα υλικό στοιχείο ενός ρευστού, το οποίο την χρονική στιγμή 
    βρίσκεται εντός ενός κλειστού και φραγμένου χωρίου    .  
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Με τον όρο ροή (fluid motion) εννοούμε μια απεικόνιση           , που ορίζεται 
για κάθε           και απεικονίζει    στο        ) το οποίο περιέχει το 
υλικό στοιχείο   του ρευστού τη χρονική στιγμή  . Εφ’ όσον το   είναι τυχαίο, στην 
πραγματικότητα, θεωρούμε ότι το    περιέχει το ίδιο σύνολο υλικών στοιχείων του 
ρευστού σε κάθε χρονική στιγμή  . 
Θεωρούμε επιπλέον ότι η    μπορεί να εκφραστεί μέσω μίας συνάρτησης 
        , όπου    =(     ,             και     , όπου           .  
Σύμφωνα με τα ανωτέρω η   αποτελεί τη Lagrangian συντεταγμένη, ενώ η   την 
Eulerian συντεταγμένη του υλικού στοιχείου   τη χρονική στιγμή  . 
Υποθέτουμε επιπλέον ότι η        είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγήσιμη στο 
    , για κάθε     και η    έχει μοναδική αντίστροφο που ορίζεται από το 
        , ώστε  
             , και               
Η ανωτέρω υπόθεση μας εξασφαλίζει ότι τα υλικά στοιχεία δεν εξαφανίζονται από 
τη ροή αλλά παραμένουν σε αυτή. 
Δεδομένης μίας ροής         , η το πεδίο ταχυτήτων ορίζεται σε Lagrangian 
συντεταγμένες ως 
       
 
  
                                                                                                                         
Και η αντίστοιχή Eulerian περιγραφή της από την  
                                                                                                                               
Εάν       τότε η καμπύλη          ,     καλείται τροχιά του υλικού 
στοιχείου.  
Εάν το πεδίο ταχυτήτων        είναι γνωστό, τότε οι τροχιές των υλικών στοιχείων 
μπορούν να καθοριστούν μέσω της συνήθους διαφορικής εξίσωσης 
  
  
                              
Αντίστροφα, εάν οι τροχιές των υλικών στοιχείων είναι γνωστές, τότε είναι 
προφανές ότι μπορεί από τον ορισμό να καθοριστεί το πεδίο των ταχυτήτων. 
Υποθέτουμε τώρα ότι πραγματοποιούμε μετρήσεις στο ρευστό και έστω        η 
συνάρτηση που προέκυψε σε Eulerian συντεταγμένες. Τότε η αντίστοιχη συνάρτηση 
σε Lagrangian συντεταγμένες δίνεται από την                   . Μας 
ενδιαφέρει ο (χρονικός) ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης   καθώς ακολουθεί την 
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τροχιά ενός συγκεκριμένου υλικού στοιχείου  . Ο ρυθμός αυτός σύμφωνα με τις 
παραπάνω περιγραφές θα δίνεται από την  
  
  
. Από τον κανόνα της αλυσίδας για την 
παράγωγο αυτή προκύπτει: 
  
  
      
  
  
           
  
  




                                                                          






                                                                                                                                
Και εφαρμόζεται σε βαθμωτές και διανυσματικές ποσότητες.  
Παρακάτω αναφέρουμε δύο θεωρήματα που θα μας βοηθήσουν στην διατύπωση 
των βασικών εξισώσεων της κίνησης του ρευστού. 
Θεώρημα 1: Έστω          συνεχώς παραγωγήσιμη συνάρτηση. Τότε 
 
  
     
  
    
  
  
                                                                                            
  
 




     
  
                 
   
                                                                           
  
 
Το παραπάνω θεώρημα αποτελεί την τρισδιάστατη έκδοση του Θ. Leibnitz το οποίο 
αναφέρουμε παρακάτω διότι γίνεται χρήση του σε επόμενα κεφάλαια 
 
  
          
    




        
    
    
  
  
           
  
  
                             
Βάση των δύο ανωτέρω θεωρημάτων είμαστε σε θέση να διατυπώσουμε ένα σετ 
από νόμους διατήρησης που διέπουν την κίνηση του ρευστού. Οι νόμοι αυτοί θα 
διατυπωθούν σε Eulerian συντεταγμένες 
Διατήρηση της Μάζας 
Η διατήρηση της μάζας προκύπτει από τη θεώρηση ότι δεδομένου ενός όγκου 
ρευστού, ο όγκος αυτός θα πρέπει να διατηρεί την ίδια μάζα  για όλους τους 
χρόνους καθώς εξελίσσεται η ροή.  Εάν        η πυκνότητα του ρευστού, τότε η 
μάζα ενός  όγκου ρευστού    δίνεται από την σχέση 
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Η θεώρηση για την διατήρηση της μάζας ισοδυναμεί με την  
 
  
                                                                                                                           
  
 




                                                                                                                
  
 




                                                                                                                                
Στην περίπτωσή μας, όπως αναφέραμε, το ρευστό θεωρείται ασυμπίεστο, δηλαδή 




                                                                                                                                
  
 
Δεδομένου επιπλέον ότι           σταθερή η (1.2.11) μετασχηματίζεται στην 
                                                                                                                                            
Η (1.2.13) είναι γνωστή ως εξίσωση της συνέχειας και αφορά την εξίσωση 
διατήρησης της μάζας για ασυμπίεστο ρευστό με σταθερή πυκνότητα, το οποίο μας 
ενδιαφέρει. 
Διατήρηση της Ορμής 
Η διατήρηση της ορμής αποτελεί μία εφαρμογή του νόμου του Νεύτωνα στα υλικά  
στοιχεία του ρευστού, και περιγράφει ότι ο χρονικός ρυθμός μεταβολής της ορμής 
ενός όγκου ρευστού    που αποτελείται από υλικά στοιχεία ισούται με το σύνολο 
των δυνάμεων που δρουν σε αυτόν. 
Η ορμή στο   δίνεται από το  





Οι δυνάμεις που ασκούνται στα υλικά στοιχεία και κατ’ επέκταση και στο    στην 
περίπτωση των επιφανειακών κυματισμών βαρύτητας, είναι η δύναμη της 
βαρύτητας      , όπου   η επιτάχυνση της βαρύτητας και           και η 
πίεση η οποία στην περίπτωση του μη-συνεκτικού ρευστού δρα εσωτερικά στην 
επιφάνεια    , επομένως εάν   το εξωτερικό μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην 
   , έχουμε ότι η δράση της πίεσης δίνεται από το –    όπου        η συνάρτηση 
της πιέσεως.   
Συνολικά έχουμε τα ακόλουθα 
 
  
             
   
     
  
                                                                          
  
 
Εφαρμόζοντας στην (1.2.15) τον τύπο (1.2.5) του Θεωρήματος 1, προκύπτει 
  
     
  
                    
   
                                                                  
  
 
Από το Θ.  Απόκλισης έχουμε 
  
     
  
                                                                                       
  
 
Εφ’ όσον το χωρίο    είναι αυθαίρετο προκύπτει η εξίσωση 
     
  
                                                                                                       




                                                                                                         






                                                                                                                       
Η διανυσματική εξίσωση (1.2.19) είναι η εξίσωση διατήρησης της ορμής για μη 
συνεκτικό, ασυμπίεστο με σταθερή πυκνότητα ρευστό και λέγεται εξίσωση Euler. 
Αστρόβιλη ροή 
Ο στροβιλισμός ενός διανυσματικού πεδίου  , ορίζεται ως       . Θα 
θεωρήσουμε τον στροβιλισμό της εξίσωσης της ορμής – εξίσωσης Euler (1.2.19) που 





          
 
 
                                                                                                   
Κάνοντας χρήση της διανυσματικής ταυτότητας 
        
 
 
          
    
 
                                                               




     
    
 
                                                                                                
 
  
                                                                                                                   
                                                                                          
Ο τελευταίος όρος στην (1.2.22) μηδενίζεται διότι          και ο 




                                                                                                                                 
Από την (1.2.23) εξάγουμε το συμπέρασμα ότι εάν για κάποια χρονική στιγμή   
  , η    τότε θα παραμείνει μηδέν για κάθε στιγμή     . 
Με αυτή την παρατήρηση μπορoύμε να υποθέσουμε ότι η ροή είναι αστρόβιλη, 
δηλαδή ότι 
                                                                                                                                      
Το σύνολο των εξισώσεων (1.2.13), (1.2.19) και (1.2.24) περιγράφουν την κίνηση 
ενός αστρόβιλου, ασυμπίεστου με σταθερή πυκνότητα και μη συνεκτικού ρευστού 
που κινείται - ρέει υπό την επίδραση της βαρύτητας.   






                                                                                                                      
                                                                                                                                       
Για να καταστεί το πρόβλημα καλώς τεθειμένο και άρα να ξεκινήσει η διαδικασία 
επίλυσής του, θα πρέπει οι παραπάνω εξισώσεις να συνοδευτούν από κατάλληλες 
συνοριακές και αρχικές συνθήκες. Επειδή το ρευστό που θα εξετάσουμε θεωρείται 
υγρό θα έχει ελεύθερη επιφάνεια. Στην ελεύθερη επιφάνεια εισάγονται δύο τύπου 
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συνοριακές συνθήκες. Μία κινηματικού χαρακτήρα και μία δυναμικού. Η πρώτη 
αφορά ότι τα υλικά στοιχεία της ελεύθερης επιφάνειας είναι στοιχεία του υγρού και 
κινούνται υπό εδική παραδοχή μαζί με τη ροή και η δεύτερη αφορά στην 
εξισορρόπηση της πιέσεως στην διεπαφή των δύο ρευστών. Τέλος, υπεισέρχεται και 
μία ακόμα συνοριακή συνθήκη κινηματικού χαρακτήρα για τον πυθμένα όπου 
θεωρείται αδιαπέραστος από το υγρό.       
Κινηματική Συνθήκη Ελεύθερης Επιφανείας 
Δεδομένου ότι η υλική επιφάνεια είναι μία υλική επιφάνεια, χαρακτηρίζεται από 
την παραδοχή ότι ένα υλικό στοιχείο που βρίσκεται σε αυτή θα παραμείνει σε αυτή. 
Εάν θεωρήσουμε ότι η ελεύθερη επιφάνεια περιγράφεται από την εξίσωση 




                                                                                                                                          
Σε λυμένη μορφή η εξίσωση          μπορεί να περιγραφεί από την   










                                                                                         
Όπου          . Η (1.2.26) λέγεται κινηματική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας. 
Συνθήκη μη εισχώρησης πυθμένα 
Αντίστοιχη συνθήκη μπορεί να προκύψει στον πυθμένα θεωρώντας ότι ο πυθμένας 
περιγράφεται από την          . Κάνοντας χρήση της (1.2.25) προκύπτει η 







                                                                                            
Δυναμική Συνθήκη ελεύθερης επιφανείας 
Στο σημείο αυτό αναφέρουμε ότι οι επιφανειακές τάσεις θα θεωρηθούν αμελητέες 
για όλα τα προβλήματα που θα εξετάσουμε και επομένως η ύπαρξη της ελεύθερης 
επιφανείας μας επιβάλει την εξισορρόπηση των πιέσεων των δύο ρευστών (νερού - 
αέρα) κατά συνέπεια προκύπτει η συνθήκη        στο                
Εφόσον η διαφορά πυκνότητας νερού-αέρα είναι μεγάλη, μπορούμε να 
θεωρήσουμε αμελητέα την κίνηση του αέρα και να θεωρήσουμε την ατμοσφαιρική 
πίεση       ,  για να καταλήξουμε στην εξίσωση  
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    στο                                                                                                                    
Έχουμε επομένως καταλήξει στη διατύπωση του προβλήματος των επιφανειακών 
κυματισμών βαρύτητας (χωρίς την επίδραση επιφανειακών τάσεων) για 
ασυμπίεστο, αστρόβιλό, μη συνεκτικό και με σταθερή πυκνότητα υγρό, που 
αναλύουμε παρακάτω για τις τρεις συνιστώσες ταχύτητας       στο χωρίο – πεδίο 
ροής 
                          














































































   









                   







                    




1.3. Μια περαιτέρω επεξεργασία των εξισώσεων 
Στην  ενότητα αυτή θα επεξεργαστούμε τις εξισώσεις  του (WW1) προκειμένου να 
τις φέρομε σε μορφή που θα μας επιτρέψει κάνοντας διάφορες υποθέσεις (ως προς 
τη βαθυμετρία και την κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας) να τις 
επεξεργαστούμε με σκοπό να εξάγουμε στις επόμενες ενότητες ασθενώς μη 
γραμμικές εξισώσεις που διατηρούν τα χαρακτηριστικά διασποράς τους σε ήπιες 
κλίσεις της βαθυμετρίας. Ο λόγος που γίνεται αυτή η διαδικασία είναι η δυσκολία 
ακόμα και της αριθμητικής επίλυσης του προβλήματος (WW1), γεγονός το οποίο 
μας αναγκάζει να καταφεύγουμε σε τέτοιου είδους προσεγγίσεις. 
Αρχικά ολοκληρώνουμε την εξίσωση της συνέχειας (1.2.13)  ως προς την 




    
  
  
   
        
       
        
       
                                                  




     
 
  
            
  
  









              
  
  
           
  
  
                                                   
Χρησιμοποιώντας τη συνθήκη μη εισχώρησης του πυθμένα (1.2.27) και την 
κινηματική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας (1.2.26) προκύπτει η  
 
  









   
  
  
                                                                                       






  και         το διάνυσμα της οριζόντιας 
ταχύτητας, η εξίσωση (1.3.3) γράφεται πιο συνοπτικά στη μορφή 






                                                                                                                  
Η (1.3.4) συναντάται στη βιβλιογραφία ως ολοκληρωμένη εξίσωση της συνέχειας 
(integrated continuity equation), και το (WW1) μπορεί να γραφεί ισοδυνάμως 
θεωρώντας την (1.3.4) αντί της κινηματικής συνθήκης ελεύθερης επιφανείας  που 
εξάγαμε (1.2.26), έχοντας απορροφήσει εντός της την συνθήκη αυτή. Το σύστημα  
αυτό θα χρησιμοποιηθεί στην εξαγωγή του σετ των εξισώσεων τύπου Boussinesq 
για ήπια μεταβαλλόμενη βαθυμετρία. 
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Στη συνέχεια θα εξάγουμε μία εναλλακτική μορφή των εξισώσεων διατήρησης της 
ορμής (ή εξισώσεων Euler) (1.2.19) χρησιμοποιώντας την αστρόβιλη ροή (1.2.24). 


































                                                                                          


































                                                                                   
Οι (1.3.5) και (1.3.6) με βάση τον τελεστή που εισάγαμε παραπάνω μπορούν να 






       
    
 
 
                                                                                             
Ακριβώς αντίστοιχα χρησιμοποιώντας την αστρόβιλη ροή στην κατακόρυφη 













                                                                                     
Ολοκληρώνουμε την (1.3.8) από το αυθαίρετο βάθος   έως την ελεύθερη επιφάνεια  










         
      
   
 
 
       
      
                                             
Δεδομένης της δυναμικής συνθήκης ελεύθερης επιφανείας (1.2.28), 
               , προκύπτει ότι μπορούμε να λύσουμε ως προς την πίεση ως εξής 
 
 









         
                                                                       
Όπου       οι αντίστοιχες συνιστώσες του πεδίου ταχυτήτων υπολογισμένες στην 
ελεύθερη επιφάνεια         . Αντικαθιστώντας την (1.3.10) μετά από 














        
                                                        
Η (1.3.11) αποτελεί μια εναλλακτική μορφή των εξισώσεων Euler και θα 
χρησιμοποιηθεί μαζί με την (1.3.4) για την εξαγωγή ασθενώς μη γραμμικού 




1.4. Μια ισοδύναμη διατύπωση του προβλήματος των 
υδάτινων επιφανειακών κυματισμών βαρύτητας 
 
Στην ενότητα αυτή θα εισάγουμε μία ισοδύναμη διατύπωση του προβλήματος 
(WW1) η οποία θα χρησιμοποιηθεί στην παραγωγή του σετ των εξισώσεων 
Boussinesq στην μορφή που εξήχθησαν το 1872, καθώς και στην παραγωγή μη 
γραμμικών ασυμπτωτικών λύσεων του προβλήματος των επιφανειακών 
κυματισμών βαρύτητας που μελετάμε.  
Η αστρόβιλη ροή       συνεπάγεται από γνωστό θεώρημα για τα συντηρητικά 
πεδία την ύπαρξη συνάρτησης δυναμικού                      τέτοια 
ώστε                       . Θα ακολουθήσει η αναδιατύπωση του (WW1) με 
όρους της συνάρτησης δυναμικού . 
Αρχικά η εξίσωση της συνέχειας – διατήρησης μάζας (1.2.13) θα πάρει τη μορφή της 









   
   
   
 
   
   
 
   
   
                                                                  
Η ποιο συνοπτικά      στο                               
                      . 
Εισάγοντας την έννοια του δυναμικού στις εξισώσεις Euler, ξεκινώντας από την 














                                                                                  
Εφόσον   
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Ολοκληρώνοντας την καθεμία από τις (1.4.3), (1.4.4) και (1.4.5) ως προς     και   
























                                                                  
























                                                        
Εξισώνοντας τις  (1.4.6) και (1.4.7) προκύπτει ότι                       και κατά  
συνέπεια           Η σταθερά ολοκλήρωσης μπορεί να απορροφηθεί από το 
δυναμικό ταχύτητας ορίζοντας 





       και η σχέση μπορεί να γραφεί, 
























                                                               
Λαμβάνοντας υπόψη τη δυναμική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας (1.2.28), 






















                                                    
Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα και αναδιατυπώνοντας τι κινηματικές 
συνθήκες ως προς το δυναμικό, το πρόβλημα των υδάτινων επιφανειακών 
κυματισμών βαρύτητας για αστρόβιλο, ασυμπίεστο, με σταθερή πυκνότητα, μη 
συνεκτικό υγρό μπορεί να πάρει την ισοδύναμη μορφή: 
   
   
 
   
   
 
   
   


















































                  




1.5. Ισχύς θεωριών υδάτινων κυματισμών και διαχωρισμός 
σε βραχείς και μακρούς κυματισμούς 
 
Δεδομένου ότι τα δύο ισοδύναμα προβλήματα (WW1) και (WW2) που προέκυψαν 
από τις εξισώσεις της υδροδυναμικής χαρακτηρίζονται από δυσκολία στην επίλυσή 
τους λόγω της μη γραμμικότητας που εισέρχεται στις εξισώσεις Euler στο (WW1) και 
στις  συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας στα (WW1) και (WW2) και δεν είναι δυνατό 
να  προκύψει γενική λύση των προβλημάτων αυτών που να ισχύει για αυθαίρετη 
βαθυμετρία από το βαθύ έως το ρηχό νερό με την υπάρχουσα πεπλεγμένη και ρητή 
μη γραμμικότητα. Επίσης στο θαλάσσιο περιβάλλον όπου λαμβάνουν χώρα 
ταυτόχρονα αρκετά φυσικά φαινόμενα, οι επιφανειακοί κυματισμοί ταξιδεύουν 
προς διάφορες κατευθύνσεις αλληλεπιδρώντας μεταξύ τους συνθέτοντας μια 
τεράστια πολυπλοκότητα στο πρόβλημα. 
Για να απλοποιήσουμε κάπως αυτή την εικόνα με σκοπό να κατατάξουμε τους 
κυματισμούς, θεωρούμε αρχικά ότι οι κυματισμοί είναι περιοδικοί και ότι 
διαδίδονται σε σταθερή βαθυμετρία  . Επιπλέον εισάγουμε το μήκος κύματος    
τον κυματάριθμο   
  
 
 και το ύψος κύματος . 
Με αυτές τις παραμέτρους μπορούμε να εισάγουμε την παράμετρο του σχετικού 
βάθους ως προς το μήκος κύματος  
 
 
 και να διαχωρίσουμε τους κυματισμούς σε 
τρεις κύριες κατηγορίες: 
























Στην 1η κατηγορία το μήκος κύματος είναι αρκετά μεγαλύτερο του βάθους και οι 
συγκεκριμένοι κυματισμοί χαρακτηρίζονται ως μακροί κυματισμοί (long waves). Στις 
άλλες κατηγορίες χαρακτηρίζονται ως βραχείς κυματισμοί (short waves). 
Μία άλλη κατηγοριοποίηση των κυματισμών μπορεί να θεωρηθεί ο λόγος του 
ύψους κύματος ως προς το μήκος κύματος 
 
 
, όπου έχουμε 
1. Μικρής κλίσεως κυματισμούς: 
 
 
   
2. Κύματα ενδιάμεσης κλίσεως:  
 
 
           
3. Μεγάλης κλίσεως κυματισμούς (steep waves):    
Οι ανωτέρω κατηγοριοποιήσεις μπορούν να συνοψιστούν μέσω της αδιάστατης 






      












 η παράμετρος   
 
 
 όπου παρατηρούμε ότι στο βαθύ νερό η 
παράμετρος  είναι ταυτοτική με τη κλίση του κυματισμού. Σε επόμενη ενότητα θα 
δούμε ότι για κυματισμούς στο βαθύ νερό προσεγγίζουμε ασυμπτωτικά περιοδικές  
λύσεις (κύματα Stokes) με μέθοδο διαταραχών παραμέτρου   
  
 




κυματάριθμος και όσο πιο μικρό είναι το 
 
 
, τόσο λιγότερες τάξεις χρειάζονται να 
ληφθούν υπόψιν για την προσέγγιση του κυματισμού, ώστε στην περίπτωση των 
μικρών κυματισμών η γραμμική θεωρία (πρώτη τάξη) αρκεί για να περιγράψει με 
αρκετή ακρίβεια τους κυματισμούς. Καθώς μεγαλώνει το 
 
 
 και κατά συνέπεια 
αυξάνει η μη γραμμικότητα, απαιτούνται ολοένα και περισσότερες τάξεις (μη 







 δηλαδή στην περιοχή του ρηχού νερού η παράμετρος  παίρνει τη 
μορφή 













                                                                                                                      
Και γίνεται ανάλογη της παραμέτρου Ursell  








                                                                                                                            
Επιπλέον οι κυματισμοί ως προς το ύψος κύματός τους γίνονται μεγάλοι με το 
   . Κατά συνέπεια η μέθοδος διαταραχών που σκιαγραφήσαμε παραπάνω 
παύει να παράγει σωστά αποτελέσματα γεγονός το οποίο μας κάνει να 
καταφεύγουμε σε άλλου τύπου προσεγγίσεις για τους (μακρούς) κυματισμούς. Ένα 
τέτοιο παράδειγμα προσέγγισης είναι οι εξισώσεις τύπου Boussinesq στις οποίες 
όπως θα δούμε προσεγγίζουμε ασυμπτωτικά τα (WW1) και (WW2) για να εξάγουμε 
(προσεγγιστικές) εξισώσεις υπό την παραδοχή ότι   
 
 





  . Την ίδια 
απαίτηση έχουν και τα cnoidal waves όπως θα δούμε. Εάν      χρησιμοποιούμε 
τη γραμμική θεωρία που παράγει σχετικά καλά αποτελέσματα, ενώ όταν      , οι 
κυματισμοί βρίσκονται κοντά στο όριο θραύσης και χρησιμοποιούνται μοντέλα 
όπως οι μη-γραμμικές εξισώσεις ρηχού νερού. 
Τέλος αναφέρουμε για την παράμετρο Ursell (1.5.2) ότι ένα όριο διαχωρισμού 
ανάμεσα σε μακρύς και βραχείς κυματισμούς σύμφωνα με τον Hedges (1995) είναι 
η τιμή    . 
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Όλα όσα περιγράψαμε παραπάνω συνοψίζονται στην Εικόνα 2 όπου φαίνεται η 
ισχύς των δύο βασικών θεωριών, ενώ απεικονίζεται στο άνω όριο και η καμπύλη 
θραύσης των κυματισμών, ως αριθμητική προσέγγιση των πειραματικών 




         
 








            
 




           
 
  
                              
Η διαχωριστική τιμή μεταξύ των δύο θεωριών είναι η τιμή     , η οποια 
διαχωρίζει το είδος των κυματισμών σε βραχείς και μακρούς και την οποία έχουμε 
δανειστεί από τον J. D. Fenton, 1990. 
 
Εικόνα 2: Διαχωρισμός των υδάτινων κυματισμών και ισχύς των δύο θεωριών Stokes και Cnoidal 
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2. Εξισώσεις Boussinesq 
Στο παρόν κεφάλαιο εξάγονται οι εξισώσεις Boussinesq, στις περιπτώσεις σταθερής 
βαθυμετρίας, στην μορφή που τις εξήγαγε ο Boussinesq το 1872. Στην συνέχεια 
παρουσιάζεται η μέθοδος διαταραχών που χρησιμοποίησε ο Peregrine για να τις 
καταστήσει εφαρμόσιμες σε περιοχές μεταβαλλόμενης βαθυμετρίας. Στο σημείο 
αυτό διαφαίνεται ότι η επιλογή της οριζόντιας ταχύτητας μας οδηγεί σε 
διαφορετικές τύπου Boussinesq εξισώσεις, όπου θα εξάγουμε και ένα δεύτερο 
μοντέλο το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε στο επόμενο κεφάλαιο. Αφού 
επισημάνουμε τις σχέσεις διασποράς των τριών αυτών μοντέλων θα αντιληφθούμε 
ότι οι εξισώσεις επιδέχονται βελτίωση ώστε να μπορέσουν να εφαρμοστούν σε 
περιοχές ενδιάμεσου βάθους. Στο τέλος του κεφαλαίου εξάγουμε τις εξισώσεις για 
μεταβαλλόμενη βαθυμετρία με βελτιωμένες σχέσεις διασποράς όπως εξήχθησαν 
από τους Beji & Nadaoka. Στο τέλος του κεφαλαίου κάνουμε κάποια σχόλια για την 
περιοχή εφαρμογής των μοντέλων αυτών και την περιοχή εφαρμογής τους. Η όλη 
παρουσίαση θα γίνει στην δισδιάστατη περίπτωση (μία οριζόντια κατεύθυνση 
διάδοσης). 
2.1. Εξαγωγή (κλασικών) εξισώσεων Boussinesq για σταθερή 
βαθυμετρία 
 
Όπως αναφέραμε και παραπάνω, θεωρούμε το πρόβλημα στο       επίπεδο και 
αναδιατυπώνουμε το πρόβλημα (WW2) στην περίπτωση σταθερού πυθμένα 
      . Το επίπεδο θεωρείται ότι έχει την αρχή των αξόνων στην αδιατάρακτη 
ελεύθερη επιφάνεια     και το πρόβλημα περιγράφεται από τις εξισώσεις 
παρακάτω: 
                                                                     (2.1.1) 
   
 
 
   
    
                                                                            (2.1.2) 
                                                                                                   (2.1.3) 
                                                                                                                       (2.1.4) 






 υπό την εξής 
παραδοχή: 
Π1: H οριζόντια ταχύτητα στον πυθμένα στο ρηχό νερό είναι περίπου ίση με αυτή 
στην επιφάνεια (και κατ’ επέκταση σε όλη την κατακόρυφη στήλη). Δηλαδή ισχύει η 
ακόλουθη σχέση: 
                                                                                              (2.1.5) 
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Προχωράμε στην κατακόρυφη ολοκλήρωση της εξίσωσης Laplace από    έως   για 
να προκύψει η ακόλουθη σχέση: 
        
 
  
                                                                               (2.1.6) 
όπου         μία σταθερά ολοκλήρωσης. Χρησιμοποιώντας την συνθήκη μη 
εισχώρησης του πυθμένα (2.1.4) στην (2.1.6) η              και 
ολοκληρώνοντας ακόμα μία φορά από    έως   έχουμε: 
        
                            
 
  
                                                     
Με         μία ακόμα σταθερά ολοκλήρωσης. 
Θέτουμε                            ώστε η σταθερά να απορροφηθεί. 
Επιπλέον εφαρμόζουμε την συνθήκη μη εισχώρησης του πυθμένα στην (2.1.6) για 
να προκύψει          . Καταλήγουμε συνεπώς στην σχέση: 
                         
  
  
                                                                       (2.1.8) 
Χρησιμοποιώντας την Π1 η (2.1.8) παραπάνω γράφεται στη μορφή: 
                          
  
  
                                                                      (2.1.9) 
Και δεδομένου ότι στο ολοκλήρωμα της έκφρασης (2.1.9) δεν υπάρχει κατακόρυφη 
εξάρτηση μπορούμε να την ολοκληρώσουμε για να πάρουμε την προσέγγιση για το 
δυναμικό ταχύτητας: 
                 




                                                                            (2.1.10) 
Εισάγοντας την σχέση (2.1.10) στην (2.1.9) προκύπτει ανώτερης τάξεως προσέγγιση 
για το δυναμικό ταχύτητας: 
                 





      
  
  
    
                                              (2.1.11) 
Επαναλαμβάνοντας αναδρομικά την παραπάνω διαδικασία, δηλαδή εισάγοντας 
σχέση (2.1.11) στην (2.1.9) μπορούν να προκύψουν ανώτερης τάξεως προσεγγίσεις 
για την συνάρτηση δυναμικού. Το κέρδος είναι ότι εκφράσαμε (προσεγγιστικά) το 
δυναμικό ταχύτητας χωρίς πεπλεγμένη έκφραση ως προς την κατακόρυφη 
συνιστώσα.  
Στην διαδικασία για την παραγωγή του δυναμικού ενεπλάκησαν η εξίσωση Laplace 
(2.1.1) και η συνθήκη μη εισχώρησης του πυθμένα (2.1.4). Θα εξάγουμε εξισώσεις 
εισάγοντας την έκφραση (2.1.11) στις συνθήκες για την ελεύθερη επιφάνεια (2.1.2) 
και (2.1.3). Κατά την διαδικασία αυτή θα προκύψουν αρκετοί όροι για τις δύο 
εξισώσεις. Η συνεισφορά των όρων αυτών θα εκτιμηθεί μέσω αδιαστατοποίησης 
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που θα εισάγουμε, στο πλαίσιο του ότι         και ότι αμφότερα τα       . 
Υπενθυμίζουμε ότι βρισκόμαστε πάντα στο ρηχό νερό όπου       . 
Για να γίνει πιο εύκολα κατανοητή η διαδικασία, υπολογίζουμε πρώτα τις μερικές 
παραγώγους της (2.1.11), υπολογισμένες στην ελεύθερη επιφάνεια. 




      
 
  
   
 
      
  
  
     
                                      (2.1.12) 




      
 
  
    
                                                (2.1.13) 




      
 
  
   
 
      
  
  
     
                                        (2.1.14) 
Κατόπιν είμαστε σε θέση να αντικαταστήσουμε τις (2.1.12)-(2.1.14) στις εξισώσεις 
ελεύθερης επιφανείας (2.1.2) και (2.1.3).  




      
 
  
   
 
      
  
  




    
 
 
      
 
  
   
 
      
  
  




         
  
 
      
 
  
    
 
 
                                                               (2.1.15) 
Κρατώντας όρους μέχρι δευτέρας τάξεως ως προς          έχουμε: 
  
 
     









   




















     
 
 










                                                           
  
 
     









   









    
 
   
  
 
   
   
   
  
     
   
     






     
     
 
  





   
  
     
 
     
  











    
                                                   (2.1.16) 
Παραγωγίζοντας ως προς   και θέτοντας     
 
 έχουμε: 
                 
  
 
      
  
 
         
  
 
         
  
  
             
  
 
         
  
   
             
  
  
         
  
  
         
  
 
       
  
 
       
  
   
           
  
   
            
        
  
                                           272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727
           
  
 
         
  
 
                                                                                       (2.1.17) 
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Προχωράμε τώρα στην αντικατάσταση του δυναμικού ταχύτητας (2.1.11) στην 
Κινηματική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας (2.1.3) και έχουμε:  




      
 
  
   
 
      
  
  
     
         
  
 
      
 
  
    
 
                  




      
 
   
 
   
 
      
  
   
 
     
        
  
 
      
 
  
    
 
                                                                                                                                         (2.1.18) 
Κρατώντας στην (2.1.18) όρους μέχρι δευτέρας τάξεως ως προς         προκύπτει: 






   
 




   
 
     
    
  





   





    
                                                                                                                   (2.1.19) 
Θέτοντας     
 
 η (2.1.19) γράφεται στην μορφή: 
       
  
 
      
  
  
                
  
 
     
  
 
             (2.1.20) 
Έχουμε επομένως το σετ των εξισώσεων (2.1.17) και (2.1.20) που εκφράζουν τους 
κυματισμούς βαρύτητας στο ρηχό νερό υπό την Π1.  
Ο σκοπός της όλης διαδικασίας που κάναμε μέχρι στιγμής είναι να απλοποιήσουμε 
τις αρχικές εξισώσεις (2.1.1)-(2.1.4) ώστε να είναι πιο εύκολα επιλύσιμες αναλυτικά 
και αριθμητικά στην περιοχή του ρηχού νερού όπου έχουμε επικεντρωθεί. Φυσικά 
οι εξισώσεις (2.1.17) και (2.1.20) μπορεί να είναι δύο και όχι τέσσερεις που είχαμε 
στο αρχικό μας πρόβλημα αλλά σε καμία περίπτωση δεν θεωρούνται πιο απλές. 
Παρουσιάζονται αρκετοί μη γραμμικοί όροι που καθιστούν το πρόβλημα ιδιαίτερα 
δύσκολο στην προσέγγιση οποιασδήποτε λύσης. Για να εκτιμήσουμε την 
συνεισφορά των όρων των εξισώσεων (2.1.17) και (2.1.20) θα προχωρήσουμε όπως 
επισημάναμε και παραπάνω σε αδιαστατοποίηση. Η αδιαστατοποίηση προκύπτει 
βάση της γραμμικής θεωρίας για το ρηχό νερό και συγκεκριμένα με το εξής 
σκεπτικό: 
 Αν        είναι το χαρακτηριστικό μήκος κύματος στο ρηχό νερό, τότε η φασική 
ταχύτητα στο ρηχό νερό δίνεται βάση της γραμμικής θεωρίας από το        
όπου εξ’ ορισμού      . Θεωρώντας   το πλάτος του κυματισμού οι ανεξάρτητες 
μεταβλητές μπορούν να αδιαστατοποιηθούν ως εξής: 
   
 
 
 και    
  
 
 , ενώ οι εξαρτημένες     
 
 
 και    
 
 
 όπου το * υποδηλώνει 
τις αδιάστατες μεταβλητές.                                                                                         (2.1.21) 
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Χρησιμοποιώντας τα διαφορικά 
 





   
 και είμαστε σε θέση να εκφράσουμε το 
σετ των εξισώσεων (2.1.17) και (2.1.20) βάση των νέων μεταβλητών. 
Αρχικά για την Δυναμική συνθήκη (2.1.17) έχουμε καταλήξει σε μία εξίσωση που 
αποτελείται από 21 όρους. Κάθε ένας από τους όρους αναλύεται στον παρακάτω 
πίνακα: 
Όρος Αρχικός όρος Αδιαστατοποιημένος όρος  
(Έχουμε απαλείψει το * ) 
Συνεισφορά 
1ος      
 
 
         
  





          
       
    
3ος             
  
         
       
    
4ος   
 
      
   
   
      
 
 
        
   
5ος    
 
         
    
   
         
 
 
            
    
6ος   
 
         
    
   
         
 
 
            
    
7ος    
  
        
   
    
        
 
  
          
   
8ος        
 
 
            
  
9ος   
 
         
   
   
         
 
 
           
   
10ος   
   
             
   
     
             
 
   
               
   
11ος   
  
         
   
    
         
 
  
           
   
12ος   
  
         
   
    
         
 
  
           
   
13ος   
 
       
   
   
       
 
 
         
   
14ος   
 
       
   
   
       
 
 
         
   
15ος   
   
           
   
     
           
 
   
             
   
16ος   
   
           
   
     
           
 
   
             
   
17ος            
 
  
         
        
   
18ος   
                                           292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929292929
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19ος   
 
         
   
   
         
 
 
           
   
20ος   
 
         
   
   
         
 
 
           
   
21ος       
 
         
   
Από τους παραπάνω 21 όρους θα κρατήσουμε όσους είναι δεύτερης τάξεως ως 
προς   και τέταρτης τάξεως ως προς   έχοντας κατά νου ότι     . Επομένως θα 
απομείνουν οι όροι:  
   
  
 
           
  
 
       
  
 
        
                              (2.1.22)      
Στην (2.1.22) παρατηρούμε ότι έχουμε τέσσερεις μη γραμμικούς όρους. Ο πρώτος 
είναι τάξεως   ενώ οι υπόλοιποι είναι τάξεως   . Επειδή δεν θέλουμε να 
κρατήσουμε μεγάλης τάξεως μη-γραμμικότητα διώχνουμε τους όρους τάξεως    για 
να καταλήξουμε στην ακόλουθη εξίσωση: 
   
  
 
                                                                                                  (2.1.23)  
Συνεχίζουμε με την αδιαστατοποίηση στην κινηματική εξίσωση ελεύθερης 
επιφανείας (2.1.20) στην οποία έχουμε οκτώ όρους και τους οποίους αναλύουμε 
στον παρακάτω πίνακα: 
Όρος Αρχικός όρος Αδιαστατοποιημένος όρος  
(Έχουμε απαλείψει το * ) 
Συνεισφορά 
1ος       
 
          
   
2ος        
 
           
   
3ος    
 
      
    
   
      
 
 
         
    
4ος   
  
        
    
    
        
 
  
           
    
5ος        
 
           
   
6ος       
 
        
  
7ος    
 
     
   
   
     
 
 
       
   
8ος    
 
      
    
   
      
 
 
          
    
Από τους παραπάνω 8 όρους θα κρατήσουμε όσους είναι δεύτερης τάξεως ως προς 
  και τέταρτης τάξεως ως προς   έχοντας κατά νου ότι     . Επομένως θα 
απομείνουν οι όροι:  
               
  
 




              
  
 
                                                                                            (2.1.24) 
Οι εξισώσεις (2.1.23) και (2.1.24) αποτελούν το σύστημα όπως το εξήγαγε ο 
Boussinesq το 1872 και το παραθέτουμε παρακάτω: 
             
  
 
     
            
  
 
      
     
2.2. Εξαγωγή εξισώσεων τύπου Boussinesq για 
μεταβαλλόμενη βαθυμετρία (Peregrine 1967) 
 
Ο Boussinesq εξήγαγε τις παραπάνω εξισώσεις του προηγούμενου κεφαλαίου σε 
σταθερή βαθυμετρία. Η εξαγωγή των εξισώσεων αυτών έγινε σε μία προσπάθεια να 
εξηγηθεί το φαινόμενο που είχε παρατηρήσει ο S. Russel σε ένα κανάλι και 
αφορούσε στην παρατήρηση ενός μοναχικού κύματος που ταξίδευε αναλλοίωτο 
κατά μήκος του καναλιού μετά από το απότομο σταμάτημα ενός πλωτού μέσου. 
Ακολούθησαν σειρές δημοσιεύσεων πάνω στο θέμα των εξισώσεων και εξήχθησαν 
διάφορες εξισώσεις τύπου Boussinesq, οι οποίες προκύπτουν εάν γίνουν 
διαφορετικές προσεγγίσεις για την οριζόντια ταχύτητα. Παράλληλα η εφαρμογή 
τους σε τομείς coastal engineering κατέστησε αναγκαία την επέκταση των 
εξισώσεων σε μεταβαλλόμενη βαθυμετρία. Στο εδάφιο αυτό θα παρουσιάσουμε 
τον τρόπο εξαγωγής των εξισώσεων για μεταβαλλόμενη βαθυμετρία που έγινε με 
την μέθοδο διαταραχών από τον D.H. Peregrine. Οι εξισώσεις που θα προκύψουν 
επεκτείνονται μεν σε μεταβαλλόμενη βαθυμετρία αλλά όχι σε αυθαίρετα 
μεταβαλλόμενη καθώς από την μέθοδο προκύπτουν περιορισμοί στην κλίση. 
Η εξαγωγή ξεκινάει από το (WW1) στις δύο διαστάσεις όπου   η οριζόντια και   η 
κατακόρυφη μεταβλητή, με την επιπλέον επεξεργασία της εξίσωσης της συνέχειας 
που παρουσιάστηκε στο εδάφιο 1.3 και κατέληξε στην εξίσωση (1.3.4) 
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Σύμφωνα με τα όσα αναλύθηκαν στο εδάφιο 1.3, το (WW1) μπορεί να 
αναδιατυπωθεί έχοντας απορροφήσει την κινηματική συνθήκη ελεύθερης 
επιφανείας.  
Θέτουμε      
      
     








































                                          (2.2.6) 






                             αστρόβιλη ροή (2.2.8) 
    
  
  
                       συνθήκη μη εισχώρησης πυθμένα  (2.2.9) 
Στο παραπάνω σύστημα θα ακολουθήσει αδιαστατοποίηση και στη συνέχεια μία 
διαδικασία διαταραχών ξεκινώντας από την αδιατάρακτη ελεύθερη επιφάνεια 
     
Αδιαστατοποίηση 
Η εφαρμογή της θεωρίας διαταραχών στο παραπάνω πρόβλημα (2.2.3)-(2.2.9) θα 
μας παράγει μία ασυμπτωτική προσέγγιση εξισώσεων στο ρηχό νερό. Προκειμένου 
η προσέγγιση να συγκλίνει θα πρέπει να οριοθετηθεί το πρόβλημα στην περιοχή 
του ρηχού νερού και να εκτιμηθεί η συνεισφορά του κάθε όρου ανάλογα με την 
τάξη προσέγγισης. Η οριοθέτηση ξεκινάει όπως και στην προηγούμενη παράγραφο 
από την παράμετρο Ursell δεδομένου ότι        όπου   
 
 




Φυσικά στην προσέγγισή μας που θεωρεί σε αυτό το στάδιο μεταβαλλόμενη τη 
βαθυμετρία μας υποχρεώνει να καθορίσουμε μία τιμή για το   . Θα θεωρούμε    το 
μέσο βάθος στην περιοχή μελέτης του προβλήματος και   
 
  
 ,   
  
 
 . (Με το 
            να βρίσκεται εντός των ορίων του ρηχού νερού. 
Για την αδιαστατοποίηση των εξαρτημένων και ανεξάρτητων μεταβλητών 
θυμόμαστε τις λύσεις που παράγει η γραμμική θεωρία στο ρηχό νερό: 
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                                              . 
Δεδομένου ότι στην ελεύθερη επιφάνεια το  παίρνει την μέγιστη τιμή του έχουμε 





   
   επομένως τα   και   θα πρέπει να 
αδιαστατοποιηθούν σε διαφορετικές κλίμακες. Βάση των παρατηρήσεων αυτών 
εισάγουμε την ακόλουθη αδιαστατοποίηση: 
   
 
 
 ,    
 
  
,     
  
 




   
 
    
,    
 
  
      
 
 
     
  
   
                                                                   (2.2.10) 
Εφαρμόζοντας την (2.2.10) στο πρόβλημα (2.2.3)-(2.2.9) και διατηρώντας τους 
όρους που δεν βγαίνουν κοινοί παράγοντες και μπορούν να απαλειφτούν 












                             εξίσωση Euler  (2.2.11)    
























                                        (2.2.14) 
                          δυναμική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας (2.2.15) 
  
  
   
  
  
                                      αστρόβιλη ροή (2.2.16) 
    
  
  
                     συνθήκη μη εισχώρησης πυθμένα  (2.2.17) 
Θεωρούμε αναπτύγματα για τα           της παρακάτω μορφής 
          
     , όπου όπως έχουμε σημειώσει    
  
Όπου για την μηδενική τάξη ως προς   θεωρούμε την κατάσταση ηρεμίας του 
ρευστού και όλα              . Κάτω από αυτές τις συνθήκες προκύπτει 
μέσω της (2.2.12) για την πίεση στην μηδενική τάξη ότι 
   
  
    και επομένως 
         όπου    μία σταθερά ολοκλήρωσης.  
Από την δυναμική συνθήκη ελεύθερης επιφανείας (2.2.15) για               
    , και επομένως για την πίεση στην μηδενική τάξη ισχύει              . 




         
  
     
   
  
                       και επειδή 
                                                            (2.2.18) 
Από την αστρόβιλη ροή (2.2.16) προκύπτει ότι  
    
  
                        
(2.2.19), με   σταθερά ολοκλήρωσης, όπου παρατηρούμε ότι στην πρώτη τάξη 
προσέγγισης η οριζόντια ταχύτητα είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στην 
κατακόρυφη στήλη. 
Αντικαθιστώντας την (2.2.19) στην εξίσωση της συνέχειας (2.2.13) έχουμε: 
   
  
 
   
  
   
και ολοκληρώνοντας από            προκύπτει: 
 
   
  
 
     
                                                                                         
Εφαρμόζοντας στην (2.2.19) την συνθήκη μη εισχώρησης πυθμένα (2.2.17) για το 
        έχουμε: 
     
   
  
             
  
  
                     
   
  




Ή πιο συνοπτικά 
           
 
  
                                                                                                      
Από την οριζόντια εξίσωση Euler (62) έχουμε, βάση των (2.2.18) και (2.2.19): 
   
  
 
   
  
                                                                                                                            
Από την (2.2.14) που αναφέρεται και ως ολοκληρωμένη εξίσωση συνέχειας έχουμε: 
   
  
 
   
  
                                                                                                                            
Δεδομένου ότι       
      
     
=        
        
  
       
  
  
    
   
  
   
             
  
  
           
   
  
  , και αφού            και 
     έπεται ότι              
  
  
                                                            (2.2.24) 
Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση (2.2.24) για το    στην (2.2.23) 
καταλήγουμε μαζί με την (2.2.22) στο σύστημα  των γραμμικοποιημένων εξισώσεων 
ρηχού νερού παρακάτω: 
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Για την 2η τάξη έχουμε: 
Από την κατακόρυφη εξίσωση Euler (2.2.12) προκύπτει ότι: 
 
   
  
    
   
  
,                                                                                                             (2.2.27)  
όπου   δίνεται από την (2.2.21). Παραγωγίζοντας ως προς   την   έχουμε  






   
  
      
   
  
 . Αντικαθιστώντας στην (2.2.27) και ολοκληρώνοντας 




             
  
  
   
  
  
    
    
   
  
 
    
    
         
  
       
    
   
  
 
    
    
                                                              
Αφού         
                 
    προκύπτει ότι 
       
          
   
       
    
      
     
  
 
    
    
      
     
              
Αφού η ποσότητα εντός της αγκύλης στην παραπάνω έκφραση είναι τάξεως 
μεγαλύτερης του    έπεται ότι                ,  με την δευτεροτάξια πίεση να 
γράφεται στην μορφή 
                   
       
    
   
  
 
    
    
                                                            
Από την αστρόβιλη ροή (2.2.16) προκύπτει  
  
   
  
     
   
  
                                                                                                                   
Αντικαθιστώντας στην (2.2.30) ότι 
   
  
  
       
   
 
    
   
  το οποίο προκύπτει από 
την (2.2.21) και ολοκληρώνοντας ως προς   έχουμε 
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Όπου         σταθερά ολοκλήρωσης. Ολοκληρώνοντας την εξίσωση συνέχειας  
(2.2.13) από            προκύπτει: 
            
   
  
 
     
                                                                                 
Δεδομένου ότι  
 
   
  
 
     
       
       
   
   
    




   
  
   
 
     
   
     
 
 
       
   
  
     
 
    
   
      
   
  
                 
Και βάση της συνθήκης μη εισχώρησης πυθμένα  (2.2.17)  







       
   
   
    
   
  
 
    




       






    








     
  
       




     
  
    




                                      
Αντικαθιστώντας τις (2.2.33) και (2.2.34) στην (2.2.32) προκύπτει η παρακάτω 
έκφραση για την κατακόρυφη ταχύτητα 
           
     
 
       
   
  
     
 
    
   
      





     
  
       




     
  
    




   
Δηλαδή 
           
 
  







       





    




   
       




   
    
   
                                                                                                 
Από την οριζόντια εξίσωση Euler (2.2.11) έχουμε ότι    
   
  
   
   
  
 
   
  
                                                                                                        
Και αντικαθιστώντας τα αποτελέσματα (2.2.29) και (2.2.31) στην (2.2.36) έχουμε 
  
       
     
   
    




   
  
   
   
  
 
   
  
  
       
     
   
  
 
    
     
   
Από όπου και θα προκύψει η  
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Από την ολοκληρωμένη εξίσωση της συνέχειας (2.2.6) έχουμε 
   
  
 
   
  
                                                                                                                           
Δεδομένου ότι      
          
   
 
  
               
   , έχουμε ότι: 
              
 
  
          
   
 
    
         
       
   
   
    
   
  
 




         
       
   
   
    
   
  
 
    
   
 
         
Προκύπτει ότι το  
            
 
 
   
       




   
    
   
                                                          
Συνδυάζοντας (2.2.38) και (2.2.39) προκύπτει η εξίσωση 
   
  
 
      
  
  








   
       




   
    
   
                          
Έχουμε συνεπώς καταλήξει στην δεύτερη τάξη στο σετ εξισώσεων (2.2.37), (2.2.40) 
το οποίο ξαναγράφουμε 
   
  
 
   
  
    
   
  
                                                                                                          
   
  
 
      
  
  








   
       




   
    
   
                          
Και για την πληρότητα ξαναγράφουμε και το πρωτοτάξιο σύστημα (2.2.25), (2.2.26) 
   
  
 
   
  
                                                                                                                           
   
  
 
      
  
                                                                                                                     
Σε μια κλασική διαδικασία μεθόδου διαταραχών θα λύναμε το πρωτοτάξιο σύστημα 
(2.2.25), (2.2.26) και τις λύσεις          θα τις αντικαθιστούσαμε στο δευτεροτάξιο 
σύστημα (2.2.37), (2.2.40) για να προκύψουν προσεγγιστικές γενικές λύσεις για το 
πρόβλημα που μελετάμε στο ρηχό νερό. Ακολουθώντας  τον Peregrine 
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σημειώνουμε την εξής παρατήρηση: Τα αριστερά μέλη των δύο σετ εξισώσεων 
(2.2.25), (2.2.26) και (2.2.37), (2.2.40) που προέκυψαν είναι ίσα και το δεξί μέλος 
της (2.2.37), (2.2.40) αποτελεί μία διαταραχή της ομογενούς (2.2.25), (2.2.26). 
Δεδομένης της ανωτέρω παρατήρησης και της τάξεως   των δύο συστημάτων, τα 
συστήματα (2.2.25), (2.2.26) και (2.2.37), (2.2.40) μπορούν να συνοψιστούν σε μία 
εξίσωση ως {(2.2.25), (2.2.26)}+   {(2.2.37), (2.2.40)}, ώστε οι προσεγγίσεις να 
πάρουν τη μορφή ενός συστήματος εξισώσεων: 
 
  
         
 
  
            
   
  
                                                                 
 
  
         
 
  
            
 
  
      







       





    
   
                                                    
Η (2.2.42) μπορεί να γραφεί και ως 
 
  
         
 
  
          ,        (2.2.42b) 
Για να καταλήξουμε τώρα σε εξισώσεις τύπου Boussinesq θα πρέπει να εκφράσουμε 
τα        και        στο παραπάνω σύστημα (2.2.41), (2.2.42) από 
προσεγγίσεις αυτών σύμφωνα με την διαδικασία διαταραχών που ακολουθήθηκε. 
Δεδομένου ότι              ορίζουμε     =           . Για την 
αναπαράσταση της οριζόντιας ταχύτητας έχουμε αρκετές επιλογές να κάνουμε. 
Μπορούμε να εκφράσουμε την οριζόντια ταχύτητα στον πυθμένα, στην ελεύθερη 
επιφάνεια, σε αυθαίρετο βάθος, στην στάθμη ηρεμίας της ελεύθερης επιφάνειας 
και μέσω της μέσης (ως προς το βάθος) οριζόντιας ταχύτητας. Στο εδάφιο αυτό θα 
παρουσιάσουμε τις δύο τελευταίες, τις οποίες και θα χρησιμοποιήσουμε στα 
επόμενα κεφάλαια. 
Οριζόντια ταχύτητα στην στάθμη ηρεμίας της ελεύθερης επιφάνειας     
Θεωρούμε             με   
 
 
                              
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (2.2.19) και (2.2.31) που βρήκαμε κατά την μέθοδο 
διαταραχών υπολογισμένες στο     προκύπτει ότι: 
                        




   
  






   
  
  









      
 
  
    







      





   
   
                                      
To (2.2.43), (2.2.44) αποτελεί το αδιαστατοποιημένο σύστημα τύπου Boussinesq  
υπολογισμένο στην    . Το σύστημα αυτό θα χρησιμοποιηθεί στο επόμενο 
κεφάλαιο για την εξαγωγή των εξισώσεων KdV. 




















   
      





   
   
                                                 
 
Μέση (ως προς το βάθος) οριζόντια ταχύτητα 
Η μέση οριζόντια ταχύτητα ορίζεται ως: 
  
 
   




   
                                                                                                 
Δεδομένου ότι       
    και βάση των αποτελεσμάτων (2.2.24) και (2.2.39) 
έχουμε ότι: 
       
            
           
 
 
   
       




   
    
   
 
             
        
 
 
   
       




   
    
   
                                          
Επίσης              
  .  
Για να μην αλλάξουμε την τάξη προσέγγισης για την   διαιρούμε στην (2.2.46) το 
τάξεως   με        και το τάξεως  
  με   για να προκύψει το παρακάτω: 
       




       




   
    
   
                                                          
Θέτουμε      και έχουμε ότι  
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Δεδομένου ότι   
 
   
(       )=  
 
    
                     
                                                                                                                                                  






                                                                                                                  






   
  
  







      





   
   
                                        
Το παραπάνω σετ των εξισώσεων (2.2.50), (2.2.51) αποτελεί το αδιαστατοποιημένο 
σύστημα τύπου Boussinesq εκφρασμένο ως προς τη μέση κατακόρυφη ταχύτητα.  





















      





   
   
                                                         
2.3. Σχέσεις διασποράς των παραγόμενων εξισώσεων 
Στο εδάφιο αυτό θα παρουσιάσουμε τις σχέσεις διασποράς που διέπουν τα τρία 
συστήματα που εξάγαμε και θα τα συγκρίνουμε με την σχέση διασποράς της 
γραμμικής θεωρίας προκειμένου να καταστεί σαφές το πεδίο εφαρμογής των 
εξισώσεων αυτών.  
Προκειμένου να εξαχθούν οι σχέσεις διασποράς θα θεωρήσουμε σταθερή 
βαθυμετρία,          , και ότι οι μη γραμμικοί όροι δεν θα συμβάλουν στην 
εξαγωγή των σχέσεων διασποράς.  
Η σύγκριση των σχέσεων διασποράς θα γίνει βάση της σύγκρισης της φασικής 
ταχύτητας μετάδοσης στο τετράγωνο,    , που προκύπτει από το κάθε σετ 
εξισώσεων που εξάγαμε στα προηγούμενα κεφάλαια. Η φασική ταχύτητα 
μετάδοσης είναι η ταχύτητα με την οποία διαδίδεται μία μονοχρωματική 
(αρμονική) διαταραχή. Η εξαγωγή των σχέσεων θα γίνει υποθέτοντας απλό 
αρμονικό κυματισμό για την οριζόντια ταχύτητα της μορφής: 
                                                                                                                      




   
  
  
   
        
  
                                                                                                         
Θα προχωρήσουμε τώρα στην εξαγωγή των σχέσεων διασποράς για σετ εξισώσεων 
τύπου Boussinesq {(2.1.23), (2.1.24)}, {(2.2.43d),(2.2.44d)} και {(2.2.50d),(2.2.51d)}. 
Ξαναγράφουμε το {(2.1.23), (2.1.24)}, θεωρώντας τους μη γραμμικούς όρους 
αμελητέους: 
       
  
 
                                                                                                                      
       
  
 
                                                                                                                       
Παραγωγίζουμε την (2.3.3) ως προς   και την (2.3.4) ως προς   και έχουμε: 
    
  
 
                                                                                                                       
         
  
 
                                                                                                                    
Αντικαθιστώντας την (2.3.5) στην (2.3.6) προκύπτει η εξίσωση 
      
  
 
            
  
 
          
     
  
 
            
  
 
                                                                                        
Υποθέτουμε λύση της μορφής (2.3.1) για την (2.3.7) παραπάνω και κάνοντας τις 
πράξεις καταλήγουμε στην παρακάτω σχέση: 
     
  
 
        
  
 
            
     
 
         
     
 
    
   
  
  
   
   
     
  
   
     
  
                                                                                                   
H (2.3.8) αποτελεί την σχέση διασποράς της πρώτης εξίσωσης Boussinesq που 
εξήχθη από τον ίδιο το 1872 για το σύστημα {(2.2.23), (2.2.24)}. 
Προχωράμε στην επόμενο σετ εξισώσεων που εξάγαμε όπου θα θεωρήσουμε 
σταθερή τη βαθυμετρία στο {(2.2.43d),(2.2.44d)}. Υπενθυμίζουμε ότι όπως και στο 
αρχικό σετ, έτσι και στο γραμμικοποιημένο η οριζόντια ταχύτητα   είναι 
42 
 
υπολογισμένη στην στάθμη ηρεμίας της ελεύθερης επιφάνειας      Οι 
γραμμικοποιημένες εξισώσεις είναι: 
        
  
 
                                                                                                                   
                                                                                                                                     
Παραγωγίζοντας την (2.3.9) ως προς   και την (2.3.10) ως προς   και 
αντικαθιστώντας ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως και με το προηγούμενο 
σετ καταλήγουμε στην εξίσωση: 
           
  
 
                                                                                                     
Υποθέτοντας λύση της μορφής (2.3.1) για την (2.3.11) παραπάνω μετά από πράξεις 
καταλήγουμε στην παρακάτω σχέση: 
   
  
  
      
     
 
                                                                                                  
Που αποτελεί την σχέση διασποράς για το σετ των εξισώσεων τύπου Boussinesq 
{(2.2.43d),(2.2.44d)}. 
Με ακριβώς ανάλογο τρόπο έχουμε για το σετ {(2.2.50d),(2.2.51d)} που αποτελεί το 
σετ των εξισώσεων τύπου Boussinesq με την ως προς το βάθος μέση οριζόντια 
ταχύτητα  :   
                                                                                                                                     
       
  
 
                                                                                                                      
Την σχέση διασποράς: 
   
  
  
   
 
   
     
  
                                                                                                  
Στην παρακάτω Εικόνα 3 φαίνονται οι σχέσεις διασποράς των ανωτέρω 




Εικόνα 3: Σύγκριση σχέσεων διασποράς των τριών έως τώρα παραγόμενων εξισώσεων τύπου Boussinesq 
έναντι της γραμμικής σχέσης διασποράς με έντονη γραμμή 
Παρατηρούμε από την Εικόνα 3 ότι για         που θεωρείται πολύ ρηχό νερό 
έχουμε σχεδόν πλήρη ταύτιση των τριών σχέσεων διασποράς με τη γραμμική 
θεωρία, ενώ την καλύτερη (γραμμική) συμπεριφορά παρουσιάζει το σετ 
{(2.2.50d),(2.2.51d)}. 
Για να ποσοτικοποιήσουμε το σφάλμα που προκύπτει για το καλύτερο ως προς τη 
σχέση διασποράς σετ {(2.2.50d),(2.2.51d)} που διαθέτουμε και να κατανοήσουμε 
την τάξη των σφαλμάτων που προκύπτουν ως προς τη γραμμική θεωρία, 
χρησιμοποιούμε τον τύπο 
   
         
       
                                                                                                                         
Όπου   η τετραγωνική ρίζα της (2.3.15) και         η τετραγωνική ρίζα της 
αντίστοιχης γραμμικής θεωρίας (2.3.2). Με αριθμητικούς υπολογισμούς και 
απαιτώντας το σφάλμα να είναι της τάξεως του 5% προκύπτει ότι          το 
οποίο αντιστοιχεί σε μήκη κύματος περίπου 3,315 φορές το βάθος.  Όσο τα μήκη 
κύματος μικραίνουν ή η βαθυμετρία μεγαλώνει το ποσοστό του σφάλματος 




Εικόνα 4 Ποσοστιαίο σφάλμα της σχέσεως διασποράς της εξίσωσης τύπου Boussinesq που εξήχθη από τον  
Peregrine υπολογισμένη με την μέση (ως προς το βάθος) οριζόντια ταχύτητα 
2.4.  Εξισώσεις τύπου Boussinesq με βελτιωμένες σχέσεις 
διασποράς.  
 
Στο προηγούμενο εδάφιο είδαμε ότι οι εξισώσεις τύπου Boussinesq που προέκυψαν 
δεν είναι σε θέση να περιγράψουν (ούτε ως προς τα γραμμικά χαρακτηριστικά) 
κυματισμούς σε νερό ενδιάμεσου βάθους. Τα τελευταία 50 χρόνια έγινε μεγάλη 
προσπάθεια με να επεκταθούν οι εξισώσεις αυτές και σε ενδιάμεσα βάθη. Ο λόγος 
που έγινε αυτό είναι διότι, στο ρηχό νερό στην πραγματικότητα παρατηρούνται μη-
γραμμικά φαινόμενα, όπως η θραύση των κυματισμών, τα οποία ο εξισώσεις που 
έχουμε εξάγει δεν μπορούν να περιγράψουν, επομένως οι εξισώσεις που έχουμε 
στα χέρια μας μπορούν στην πραγματικότητα να περιγράψουν, στο ρηχό νερό με 
καλή ακρίβεια, μικρούς ως προς το ύψος τους κυματισμούς, στο επίπεδο όπου η μη 
γραμμικότητα     
 
 
      Από την άλλη μεριά οι εξισώσεις που εξάγαμε 
αποτελούν μία καλή μη-γραμμική προσέγγιση του υδροδυναμικού προβλήματος 
(2.2.11)-(2.2.17) με το επιπλέον κέρδος ότι έχει απορροφηθεί η κατακόρυφη 
διάσταση, γεγονός που τις καθιστά πιο εύκολα επιλύσιμες, τουλάχιστον από 
αριθμητική άποψη. Για αυτούς τους λόγους αλλά και για την πρακτική εφαρμογή 
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που βρήκαν οι εξισώσεις τύπου Boussinesq η επέκταση τους στο νερό ενδιάμεσου 
βάθους αποτέλεσε και αποτελεί αντικείμενο έρευνας. 
O Witting το 1984, εξήγαγε εξισώσεις τύπου Boussinesq με καλύτερη απόδοση 
διασποράς στην περίπτωση μεταβαλλόμενης βαθυμετρίας. Βασιζόμενη στο τρόπο 
εξαγωγής αυτών των εξισώσεων οι Madsen et al 1991 και Madsen and Sorensen 
1992, εξήγαγαν τις εξισώσεις για μεταβαλλόμενη βαθυμετρία, εισάγοντας έναν όρο 
διαμόρφωσης - διόρθωσης  . O Nwogu 1993 εξέφρασε το δυναμικό ταχύτητας σε 
αυθαίρετο βάθος και εξήγαγε εξισώσεις για μεταβαλλόμενη βαθυμετρία με πολύ 
ικανοποιητικά αποτελέσματα.  
Στην παρούσα εργασία θα εξάγουμε τις εξισώσεις για μεταβαλλόμενη βαθυμετρία 
όπως τις εξήγαγαν οι Beji και Nadaoka 1996 οι οποίες αποτελούν μία βελτιωμένη 
έκδοση των εξισώσεων Madsen and Sorensen 1992 ως προς τα χαρακτηριστικά της 
γραμμικής ρήχωσης. Οι εξισώσεις εξάγονται με σχετικά απλό τρόπο από σετ 
{(2.2.50d),(2.2.51d)}  κάνοντας μία προσθαφαίρεση όρων και αντικαθιστώντας τους 
όρους αυτούς με τους αντίστοιχους πρωτοτάξιους της διαδικασίας διαταραχών 
{(2.2.25),(2.2.26)} υπολογισμένους στην μέση (ως προς το βάθος) οριζόντια 
ταχύτητα. Αν και στη πρωτότυπη δημοσίευση η εξαγωγή έγινε στις τρεις διαστάσεις 
(2 οριζόντιες διευθύνσεις διάδοσης) εδώ θα συνεχίσουμε στις δύο διαστάσεις. 





















      





   
   
                                                         
Στην (2.2.51d) προσθαφαιρούμε τους όρους στο δεξί μέλος με μία διορθωτική 















      





   








      





   
   









      
 
 
      




      
     
      
  
 
   




   

















   
 
  




   
 
  











   
  
  
                                                                                                                            
Θεωρούμε τώρα τις γραμμικοποιημένες εξισώσεις ρηχού νερού {(2.2.25),(2.2.26)} 










     
  
                                                                                                                           
Από την (2.4.2) προκύπτει ότι  
  
  
   
  
  
                                                                                                                               














   
 
  












   
  
  
   
  
 
   
   
                                                                                                    






                                                                                                                    
Αποτελούν το σετ των εξισώσεων που εξήγαγαν οι Beji και Nadaoka 1996 με 
βελτιωμένες σχέσεις διασποράς. Παρατηρούμε ότι για     γυρίζουμε πίσω στο 
αρχικό μας σύστημα, ενώ για      αντικαθίσταται στο αρχικό μας σύστημα η 
σχέση (2.4.4). 
Στο παραπάνω σετ εξισώσεων {(     ),(     )}, υποθέτοντας αρκετά ήπια κλίση 
πυθμένα έτσι ώστε 
   
   











      
  
 
   
     
       
  
  
   
    
    
  
  
   
   
   
  
 
   
   
                                                                                                                            
Η αντίστοιχη εξίσωση της ορμής που εξήχθη από τους Madsen and Sorensen 1992 
και χρησιμοποιήθηκε από τους Beji & Battjes 1994 και πάλι για κλίση πυθμένα ώστε 
   
   









    
 
 
   
   




   
    
     
   
   
                          
Παρατηρούμε ότι στην ουσία οι δύο εξισώσεις ορμής διαφέρουν στους επιπλέον 




 στους υπόλοιπους όρους ο οποίος θα μεταβάλει την επιλογή 
της παραμέτρου  , όπως θα δούμε στη συνέχεια. 
Μας απομένει να δούμε ότι το ανωτέρω σετ των {(     ),(     )} παρουσιάζει 
πραγματικά καλύτερα χαρακτηριστικά διασποράς. 
2.4.1. Σχέσεις διασποράς 
Όπως και στο προηγούμενο εδάφιο, θεωρούμε για να εξάγουμε τις σχέσεις 
διασποράς σταθερή βαθυμετρία και ότι οι μη γραμμικοί όροι δεν συνεισφέρουν στο 






      
  
 
   
     
   
  
 
   
   






                                                                                                                              
Παραγωγίζουμε την (2.4.7) ως προς   και την (2.4.8) ως προς   και έχουμε: 
              
  
 
         
  
 
                                                                          
                                                                                                       
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (2.4.10) στην (2.4.9) προκύπτει η εξίσωση: 
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Στην (2.4.11) θεωρούμε λύσεις της μορφής                                     
και μετά από πράξεις καταλήγουμε στην ακόλουθη σχέση διασποράς: 
              
  
 
       
  
 
      
          
     
 
          
     
 
    
   
  
  
   
    
     
  
        
     
  
                                                                                   
Για τον προσδιορισμό της παραμέτρου   δεδομένου ότι η σχέση διασποράς (2.4.13) 
θέλουμε να ταυτίζεται με την γραμμική σχέση διασποράς  
   
  
  
   
        
  
                                                                                                        
για το μεγαλύτερο δυνατό εύρος    και από την παρατήρηση ότι η (2.4.13) 
αποτελεί ένα πολυωνυμικό πηλίκο, θα χρησιμοποιήσουμε το ανάπτυγμα Pade της 
(2.4.14) για να εξισώσουμε τις δύο σχέσεις και να προκύψει το βέλτιστο  .  
Ανάπτυγμα Pade 2,2 τάξεως της 
       
 
 
Δεδομένου ότι  το ανάπτυγμα Taylor της 
       
 
   
 
 
   
 
  
  +Ο(  ) 
Και η προσέγγιση Pade δίνεται από το                    , όπου          
       
  , και               
  οι εξισώσεις που προκύπτουν από την 
μέθοδο είναι οι παρακάτω: 
            
 
 
        
 
 






     
Με λύσεις                  
 
  
        
 
 
 , το ανάπτυγμα Pade της  












Χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση μπορούμε να προσεγγίσουμε την (2.4.14) 
ως εξής: 
   
  
  
   
        
  








     









Στην Εικόνα 5 φαίνονται οι σχέσεις διασποράς για διάφορες τιμές του   καθώς και η 




αποτελεί μία καλή επιλογή. Σημειώνουμε όμως ότι στα αριθμητικά πειράματα στις 
περιπτώσεις όπου θέλουμε να προσεγγίσουμε όσο το δυνατόν πιο ικανοποιητικά 
αποτελέσματα από το βαθύ έως το ρηχό νερό επιλέγουμε   
 
 
. Ο λόγος γίνεται 
σαφής στην Εικόνα 6 όπου παρουσιάζονται οι αποκλίσεις των δύο σφαλμάτων από 
τη γραμμική θεωρία.  
Για να ποσοτικοποιήσουμε το σφάλμα που προκύπτει για   
 
 
 ακολουθώντας τον 
ίδιο τύπο (2.3.16) με το προηγούμενο εδάφιο και απαιτώντας η τάξη του 
σφάλματος να είναι 5% προκύπτει ότι         το οποίο αντιστοιχεί σε μήκη 
κύματος περίπου 1,65 φορές το βάθος. Στην Εικόνα 6 φαίνεται η καμπύλη του 
σφάλματος και ο ρυθμός αύξησης του μέχρι 10%, ενώ παράλληλα φαίνεται και το 
όριο      στο οποίο οι κυματισμοί αρχίζουν  να θεωρούνται ότι βρίσκονται στο 






, (βλέπε εδάφιο 1.5). 
Εικόνα 5: Σύγκριση σχέσεων διασποράς για διάφορες τιμές του b έναντι της γραμμικής θεωρίας 
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Επαναλαμβάνοντας ακριβώς την ίδια διαδικασία για το σετ των εξισώσεων 
{(       ),(     )}, θα προέκυπτε σχέση διασποράς  
   
  
  
   
          
      
 
  
      
                                                                          
Όπου σαν βέλτιστη επιλογή του   θα προκύπτει βάση της προσέγγισης κατά Pade 
να είναι το  
 
  
 και κατά αντιστοιχία προκύπτει ότι στα αριθμητικά πειράματα, στις 
περιπτώσεις όπου θέλουμε να προσεγγίσουμε όσο το δυνατόν πιο ικανοποιητικά 





Εικόνα 6: Ποσοστιαίο σφάλμα της σχέσεως διασποράς της βελτιωμένης εξίσωσης τύπου Boussinesq που 
εξήχθη για b=1/5 και b=1/7. Η κατακόρυφη γραμμή αφορά το όριο από το  οποίο αρχίζουν οι κυματισμοί να 







3. Περιοδικοί κυματισμοί στο ρηχό και το βαθύ νερό. 
Στο παρόν κεφάλαιο θα μελετήσουμε περιοδικούς κυματισμούς στο βαθύ και στο 
ρηχό νερό. Οι κυματισμοί στο βαθύ νερό μπορούν να προσεγγιστούν από κύματα 
Stokes και στο ρηχό από cnoidal waves. Θα ξεκινήσουμε με την προσέγγιση στο 
ρηχό νερό και στην συνέχεια θα παρουσιάσουμε τις λύσεις για το βαθύ νερό, ενώ 
ενδιάμεσα θα παρουσιάσουμε τη λύση μοναχικού κύματος (solitary wave) που 
προκύπτει ως λύση της εξίσωσης των  Κorteweg de Vries (KdV) 
3.1. Περιοδικοί κυματισμοί στο ρηχό νερό – Cnoidal Waves 
Στο παρόν εδάφιο θα εξάγουμε περιοδικούς, μη γραμμικούς κυματισμούς στο ρηχό 
νερό. Η εξαγωγή των εν λόγο κυματισμών θα γίνει μέσω της επίλυσης της εξίσωσης 
KdV η οποία θα εξαχθεί ως ένα μονοκατευθυντικό μοντέλο μέσω των εξισώσεων 
τύπου Boussinesq  υπολογισμένο στην στάθμη ηρεμίας της ελεύθερης επιφάνειας 
    που έχουμε αναπτύξει στο προηγούμενο κεφάλαιο. Στην συνέχεια θα 
ακολουθήσει η επίλυση της εξίσωσης ώστε να πάρουμε ως γενικές λύσεις 
περιοδικούς κυματισμούς. Τέλος θα παρουσιάσουμε τον τρόπο επιλογής των 
παραμέτρων για τους κυματισμούς που προκύπτουν. 
Η υπόθεση της μονοκατευθυντικότητας μας επιβάλει να θεωρήσουμε σταθερή 
βαθυμετρία          , διότι πιθανή μεταβολή της θα επέφερε φαινόμενα 
ανάκλασης στην οριζόντια ταχύτητα, η οποία θα κατέστρεφε την υπόθεσή μας. 
Επίσης λόγω της αρχικής αδιαστατοποίησης (2.2.10) που έχουμε εισάγει προκύπτει 
ότι    .  Επιπλέον θεωρώντας ότι οι κυματισμοί είναι περιοδικοί, υποθέτουμε ότι 
δεν αλλάζουν μορφή κατά την διάρκεια μίας περιόδου και κατ επέκταση μπορούμε 
να θεωρήσουμε μικρές χρονικές μεταβολές στο πρόβλημα. 
Με τις παραπάνω υποθέσεις θεωρούμε   
                                                                                   
Και υποθέτουμε ότι       . 



































                                          






   
  
  











        
 
 
   
   
                                                                                       
Εφαρμόζοντας τους μετασχηματισμούς (3.1.1) και (3.1.2) στις (3.1.3) και (3.1.4) 










   
  
  













        
 
 
   
   
                                                                      




           
 
  






         
 
 
   
   
                           





         
 
  






          
 
 
   
   
                                 
Όπου όλοι οι όροι της εξίσωσης είναι ίδιας τάξεως. Για να απαλείψουμε το          
από την (3.1.8) θεωρούμε το σετ (3.1.5) και (3.1.6) και  παρατηρούμε ότι στην 
μηδενική τάξη ισχύει  
  
  
          και αντίστοιχα 
  
  
             






           και ολοκληρώνοντας προκύπτει η σχέση  
   +                                                                                                                               
Υπό την προϋπόθεση ότι είτε              ή                  
Αντικαθιστώντας την (3.1.9) στην (3.1.8) προκύπτει η εξίσωση ως προς την ελεύθερη 














    
 
 
   
   
                                                                               






























    
 
 
   
   
                                                                     














   
 
 
   
   
                                                                                       
Η (3.1.12) είναι η αδιάστατη εξίσωση KdV. Χρησιμοποιώντας ότι        και την 
αδιαστατοποίηση (2.2.10) προκύπτει η παρακάτω εξίσωση: 
  
  















     
   
   
                                                               
Που αποτελεί την εξίσωση KdV για τους επιφανειακούς κυματισμούς βαρύτητας. 
Είναι προφανές και από τον τρόπο εξαγωγής της αλλά και από τις χωρικές 
παραγώγους της (3.1.12) ότι υποστηρίζει κυματισμούς που διαδίδονται προς μία 
κατεύθυνση, καθώς επίσης και ότι βρίσκει εφαρμογή στο ρηχό νερό. 
Θα αναζητήσουμε λύσεις της εξίσωσης (3.1.12) για κυματισμούς που δεν αλλάζουν 
σχήμα κατά τη διάδοσή τους (διατηρούν το ίδιο προφίλ σε κάθε μήκος κύματος και 
περίοδο) και διαδίδονται προς τα θετικά  . Υπό αυτή την υπόθεση εισάγουμε την 
μεταβλητή        και θεωρούμε       . Με αυτές τις υποθέσεις, τα 






     
 
  
   
 
  
                                                                                                      
Εφαρμόζοντας την (3.1.13) και τις παραπάνω υποθέσεις στην (3.1.12) προκύπτει η 

















   
   
     













   
   
                   













   
   
          
  
 
                                                                 
Ολοκληρώνοντας μια φορά ως προς   την (3.1.14) έχουμε 
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Όπου   μία ακόμα σταθερά ολοκλήρωσης. Ο χαρακτηρισμός των         θα μας 
δώσει την περιγραφή της γενικής λύσης που θα προκύψει. Εάν θεωρήσουμε ότι το 




   
   
   και επομένως       
 . Σε αυτή την περίπτωση δεν έχουμε περιοδικές, αλλά σολιτονικού τύπου λύσεις 
που θα συζητήσουμε στο εδάφιο 3.2. Στην περίπτωση όπου θέλουμε να έχουμε 
περιοδικές λύσεις, τότε θα πρέπει για      το 
  
  
    και για να είναι πραγματική 
η λύση βάση της (3.1.16) προκύπτει ότι       Επομένως για την εξαγωγή 
περιοδικών λύσεων θα πρέπει να λάβουμε υπόψη τις σταθερές ολοκλήρωσης      
με     . 








                          
                                            
Παρατηρούμε ότι για να πάρουμε πραγματικές λύσεις θα πρέπει        για 
κάποια   . Δεδομένης της  , θεωρούμε          ρίζες της  , δηλαδή ρίζες του 
πολυωνύμου (3.1.17), και υποθέτουμε ότι η   γράφεται βάση των ριζών της ως: 
                                                                                                            
Κάνοντας τις πράξεις στην (3.1.18) προκύπτει ότι 
                                                                  
Από ισότητα πολυωνύμων προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις για τις ρίζες: 
                                                                                                                            
                                                                                                                    
                                                                                                                                
Από την           προκύπτουν οι εξής περιπτώσεις για τις ρίζες         : 
1.            
2.       μιγαδικές συζυγείς και       
3.         και      
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Για την πρώτη περίπτωση, και εφ 
όσον το πολυώνυμο είναι τρίτης 
τάξεως με αρνητικό πρόσημο, η 
τυπική εικόνα είναι όπως στην 
Εικόνα 7: 
 Όπως παρατηρήσαμε        και 
αφού απαιτούμε οι λύσεις να είναι 
περιοδικές, άρα φραγμένες έχουμε 
ότι θα πρέπει          όμως 
τότε το        για όλα τα  , και 
κατά συνέπεια η ανύψωση της 
ελεύθερης επιφάνειας θα βρίσκεται 
μόνιμα πάνω από την στάθμη 
ηρεμίας. Αυτό φυσικά είναι αδύνατον διότι έρχεται σε αντιδιαστολή με την 
διατήρηση της μάζας.  
Για την δεύτερη περίπτωση, θα 
έχουμε ότι εάν         τότε 
από την (3.1.17) προκύπτει ότι 
   
  
   το οποίο οδηγεί σε μη 
φραγμένες λύσεις, άρα δεν 
μπορούμε να έχουμε περιοδικές 
λύσεις. 
Η τρίτη περίπτωση πρέπει να ισχύει. 
Η τυπική εικόνα για την    θα είναι 
όπως στην Εικόνα 8 αριστερά. 
Εφόσον απαιτούμε περιοδικότητα, 
θα πρέπει εάν θέσουμε               και ρίζες τις            οι λύσεις να 
είναι φραγμένες και       . Επομένως θα πρέπει                να είναι η 
κορυφή και    η κοιλία του περιοδικού κυματισμού. Επιπλέον η   μπορεί να γραφεί 
στην μορφή: 
                                                                                                                
Βάση της περιοδικότητας που έχουμε υποθέσει και της παρατήρησης για την 
κορυφή και την κοιλία του κυματισμού, αναζητούμε λύσεις της μορφής:  
          
             
                                                                                    
Εικόνα 7: Τυπική εικόνα πολυωνύμου στην περίπτωση 
           
 
Εικόνα 8: Τυπική εικόνα πολυωνύμου στην περίπτωση 




Σκοπός είναι να αντικαταστήσουμε την (3.1.21) στην (3.1.16) ώστε να προκύψει μία 
εξίσωση για την φάση  . Προτού γίνει αυτό θα κάνουμε κάποιες παρατηρήσεις 
σύμφωνα με την (3.1.21) και την μορφή της (3.1.16). 
Αρχικά η (3.1.21) μπορεί να γραφεί από τον κανόνα του ημιτόνου:             
            , ως: 
                  
                                                                                             
                   
                                                                                        









            
                   
                    
       
           






         














                   
                                                                       
Εισάγουμε τις παρακάτω μεταβλητές: 
  
       
       
   και    
  
        
                                                                                       
Βάση της (3.1.23) παραπάνω η (3.1.22) παίρνει την μορφή: 









                                                                                                              
Παρατηρούμε ότι η (3.1.24) είναι μία εξίσωση χωριζόμενων μεταβλητών και κατά 
συνέπεια μπορεί να ολοκληρωθεί. Επιλέγοντας στο              προκύπτει από 





    
  
                




   
  






                                                         
Όπου        το ελλειπτικό μη πλήρες ολοκλήρωμα πρώτου είδους. H (3.1.26) δίνει 
τη φάση   ως συνάρτηση του    Οι αντίστροφες συναρτήσεις ορίζονται ως: 
        
 
 
    και         
 
 
                                                                              
Αντικαθιστώντας την (3.1.27) στην (3.1.21c)  προκύπτει η cnoidal wave λύση για την 
αδιάστατη KdV με τύπο: 




                                                                                       
Παρατηρούμε ότι η (3.1.28) αποτελεί μια γενική λύση για την αδιάστατη KdV όπου 
τα          παραμένουν άγνωστα, αφού οι σταθερές ολοκλήρωσης          δεν 
έχουν καθοριστεί. Παρόλα αυτά δεδομένου ότι      
 
 
      παρατηρούμε 
ότι το    είναι το χαμηλότερο και το    το υψηλότερο σημείο του κυματισμού. 
Εισάγοντας διαστάσεις και θεωρώντας    το πλάτος του κυματισμού στην κορυφή 
και    στην κοιλία, έχουμε ότι το συνολικό ύψος του κύματος είναι         με 
       . 
  
       
       
   και    
   
  
                                                                                          
Με την cnoidal wave λύση να παίρνει την μορφή: 
              
  
    
 
                                                                                     
Στην συνέχεια θα προχωρήσουμε στον προσδιορισμό των παραμέτρων. 
Προσδιορισμός των παραμέτρων 
1) Περίοδος-Μήκος κύματος 
Από τη θεωρία των ελλειπτικών συναρτήσεων Jacobi γνωρίζουμε ότι η λύση που 
προέκυψε θα είναι περιοδική και έστω   η περίοδός της. Τότε προφανώς θα ισχύει 
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Θα προσδιορίσουμε την περίοδο του κυματισμού από τις διαφορικές εξισώσεις από 
τις οποίες προέκυψε (3.1.24). 
Για να κατανοήσουμε πιο εύκολα τη διαδικασία θα προσδιορίσουμε την περίοδο 
ενός ημιτονοειδούς κύματος και στη συνέχεια θα εφαρμόσουμε την ίδια ιδέα στις 
εξισώσεις που μας δίνουν την cnoidal λύση (3.1.28). 
«Θεωρούμε την ημιτονοειδή λύση             . Η      μπορεί να προκύψει ως 






      και 
   
   
     
Θεωρώντας αρχική συνθήκη       . Τότε η κλίση της   στο     προκύπτει από 
την παραπάνω διαφορική εξίσωση να είναι   και επιλέγουμε  . Η επιλογή αυτή 
μας δίνει ότι η   θα είναι αύξουσα. Αυξάνουμε το   έως ότου        , όπου σε 




      
   
   
   ). Καθώς το     , η   φθίνει, περνώντας από το         και 
αρνητική κλίση, επομένως για      μέχρι το    όπου          και βάση των 
διαφορικών εξισώσεων έχουμε σημείο τοπικού ελαχίστου (αφού 
  
  
       
   
   
 
  ). Για      μέχρι το    όπου          με την κλίση να ξαναεπανέρχεται στο    
Έχουμε με αυτόν τον τρόπο περιγράψει μία περίοδο της  , όπου         
                                    , και      η περίοδος. 





      
  
  
          
  
     
    
  




Το ¼ της περιόδου μπορεί να εκφραστεί ως 
 
 
   
  
     
 
 
           
 
 
 και η 
περίοδος     .» 
Εφαρμόζοντας την παραπάνω ιδέα στην λύση (3.1.28) για την εξίσωση  





             όπου παραγωγίζοντάς την 
 
  
 προκύπτει η 
   
   
   
          . 
Έχοντας κάνει την παραδοχή ότι         εδώ δεν μπορούμε να ακολουθήσουμε 
τον πλήρη κύκλο της περιόδου λόγω της παραμετρικής εξάρτησης από το  , 
ωστόσο παρατηρούμε από τις εξισώσεις ότι για     έχουμε μία πλήρη περίοδο  . 










             
   
  
             







Επομένως         , όπου το     είναι το πλήρες ελλειπτικό ολοκλήρωμα 
πρώτου είδους. Αντικαθιστώντας στην          προκύπτει ότι 
                   
 
 
       
   
 
   
    
 
 
                                                                                                                    
Αντικαθιστώντας την (3.1.31) στην λύση (3.1.28) προκύπτει ότι 




                                                                           
Στο σημείο αυτό σημειώνουμε ότι η εισαγωγή της μεταβλητής   μας επιτρέπει να 
παρατηρούμε το κύμα ως «σταθερό» - στην πραγματικότητα σαν να κινούμαστε 
μαζί του με ταχύτητα  -. 
Βάση της παραπάνω σημείωσης, η περίοδος   που εξάγαμε τυπικά ταυτίζεται με 
ένα μήκος κύματος  . Εφ’ όσον συνεχίζουμε με την αδιαστατοποίηση (2.2.10) 
έχουμε ότι     και κατά συνέπεια προκύπτει η σχέση: 
                                                                                                                                     
Σε διαστάσεις το μήκος κύματος μπορεί με τη βοήθεια της (3.1.29) να εκφραστεί ως: 
   
    
  
                                                                                                                    
Και η (3.1.28d) χρησιμοποιώντας ότι           ως 
              
        
    
 
                                                                        
Από την (3.1.34) προκύπτει ότι δεδομένου του ύψους κύματος (σε διαστάσεις) 
        είμαστε σε θέση να προσδιορίσουμε το μήκος κύματος   συναρτήσει 
της παραμέτρου . Με  αδιαστατοποιημένους όρους έχουμε 
                                                                                                                                     
2) Καθορισμός των                                                
Μέχρι στιγμής έχουμε εξάγει την συνθήκη (3.1.33) και θεωρούμε και την (3.1.36). 
Μία τρίτη συνθήκη προκύπτει θεωρώντας ότι η συνολική (ή μέση) ανύψωση της 
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ελεύθερης επιφανείας σε ένα μήκος κύματος είναι ίση με την αδιατάρακτη 
επιφάνεια      Θεωρούμε δηλαδή ότι : 
         
 
 
                                                                                                                         
Χρησιμοποιώντας την (3.1.21s) η σχέση (3.1.37) παίρνει τη μορφή: 
              
           
 
 
                                                                                
Για το ολοκλήρωμα της (3.1.38) έχουμε ότι 
              
           
 
 
                  





                   
           
 
 




Βάση της (3.1.30) και (3.1.25) τα ολοκληρώματα της (3.1.39) μετασχηματίζονται στα 
ακόλουθα: 
    
  
             




          
             
 
 
                          




 και απαλοίφωντας τους περιττούς όρους    και το 2 που θα προκύψει έχουμε 
   
  
             





          




      
     
              




        
          




    
                          
                                                                                                                       
Επομένως έχουμε συνολικά τις σχέσεις, τις οποίες ξαναδιατυπώνουμε για να τις 
χειριστούμε πιο εύκολα. 
                                                                                                                                     
                                                                                                                                      
                                                                                                                       
Από την (3.1.19α) και την υπόθεση για τις ρίζες μας έχουμε την ακόλουθη έκφραση 
για την συνιστώσα της ταχύτητας    
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Από την (3.1.41) και την (3.1.36) μπορούμε να εξάγουμε μία σχέση για την    σε 
συνάρτηση των  και . Χρησιμοποιώντας ότι  
       
       
  έχουμε 
                                           
   
 
 
    
    
                                                                                                                            
Χρησιμοποιώντας την (3.1.43) προκύπτει για την    από την (3.1.41) ότι  
                                         




    
                
 
 
    
    
    
                                             
Πριν προχωρήσουμε παρατηρούμε ότι για την κορυφή του κυματισμού    και βάση 
των ελλειπτικών συναρτήσεων έχουμε ότι      
 
 
 και       






Επομένως για   κοντά στο 0 έχουμε από την τελευταία συνεπαγωγή της (3.1.44) 




Αντικαθιστώντας τις (3.1.43) και (3.1.44) στην (3.1.42) προκύπτει ότι 






   
 
 
    
    
                                                                           
Καταλήγουμε συνεπώς στα παρακάτω αποτελέσματα επιστρέφοντας στις κανονικές 
διαστάσεις του προβλήματος: 
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Στην Εικόνα 9 φαίνονται για τις διάφορες τιμές του  τα αντίστοιχα προφίλ των 
cnoidal waves ως προς την αδιάστατη ανύψωση της ελεύθερης επιφανείας  . 




, ενώ για τις υπόλοιπες τιμές, 0,7 και 0,9 και περισσότερο στην 0,999 
παρατηρούμε ότι οι κλίσεις στην ανύψωση προς την κορυφή του κύματος γίνονται 
όλο και πιο απότομες και οι κοιλίες όλο και πιο επίπεδες, που υποδεικνύει την 
αυξανόμενη μη γραμμικότητα του περιοδικού κυματισμού καθώς το  αυξάνει.    
Καθορισμός της ελλειπτικής παραμέτρου  
Για τον καθορισμό της ελλειπτικής παραμέτρου και δεδομένου ύψους κύματος    
και βαθυμετρίας  , θα πρέπει να γνωρίζουμε, είτε το μήκος κύματος   είτε την 
περίοδο του κυματισμού  . 
Στην πρώτη περίπτωση όπου είναι δεδομένο το μήκος κύματος,   η ελλειπτική 
παράμετρος  μπορεί να καθοριστεί λύνοντας αριθμητικά τη σχέση  (3.1.34). 
Δεδομένου συνεπώς ενός μήκους κύματος   , ύψους κύματος    και βαθυμετρίας 
  ,μπορούμε από τα δύο τελευταία να υπολογίσουμε την  
      
    
 
   
                                                                                   
Εικόνα 9 Διάφορα προφίλ cnoidal waves για διάφορες τιμές της παραμέτρου m 
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Και στην συνέχεια να αναζητήσουμε ρίζα   , με κάποια από τις διαθέσιμες 
αριθμητικές μεθόδους  για την συνάρτηση        . 
 






 και  
  
   
    
Εικόνα 10: Στιγμιότυπο cnoidal wave όπου για       ,       και        προκύπτει   
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Εφαρμόζοντας την παραπάνω διαδικασία για        ,       και        
προκύπτει           , ταχύτητα βάση της (3.47)          
 
 
 , περίοδο 
              μέγιστο ύψος κύματος           , ελάχιστο           βάση 
της (3.46), παράμετρος Ursell      και το αντίστοιχο κύμα βάση της σχέσης 
(3.1.35) δίνεται από την                               
      
  
        , που 
στιγμιότυπό του παρουσιάζουμε στην Εικόνα 10. Στην Εικόνα 11 παρουσιάζουμε 
την περιοχή εφαρμογής του κυματισμού που περιγράψαμε ώστε να καταστεί σαφής 
η περιοχή εφαρμογής της θεωρίας. 
Στην δεύτερη περίπτωση, και πιο συχνή, όπου η περίοδος    είναι γνωστή, ο 
καθορισμός της παραμέτρου  είναι λίγο πιο περίπλοκος λόγω της σχέσης (3.1.48). 
Δεδομένου ύψους κύματος   και βαθυμετρίας  , θα δώσουμε μία περιγραφή του 
καθορισμού της παραμέτρου   η οποία θα προκύψει όπως και στην πρώτη 
περίπτωση ως ρίζα εξίσωσης. Για να κατανοήσουμε την προσέγγιση η οποία θα 
γίνει και το διάστημα όπου θα αναζητηθεί η βέλτιστη τιμή της παραμέτρου, 
θεωρούμε τις αδιάστατες παραμέτρους     
 
 
 και    
 
   
. Δεδομένων των 
παραμέτρων αυτών και της (3.1.47) έχουμε 






   
 
 
    
    
                                                         




και       , και              , προκύπτει ότι  
       
        και        
       
 
 
   για          . 
Λόγω συνέχειας της   , θα υπάρχει κάποιο  , ώστε         , με       . 
Για το μήκος κύματος έχουμε λόγω της σχέσης (3.1.34), ότι είναι αύξουσα 
συνάρτηση του , με        και               επομένως η συνάρτηση 
της περιόδου  , ως προς  θα δίνεται από τον παρακάτω τύπο: 
     
    
    
 
  
   
    
   




    
 
 
    
    
  
                                                    
Ή σε αδιάστατη μορφή   
 
 
 μπορεί να πάρει τη μορφή 
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Από τη σχέση (3.1.52), η       δεν ορίζεται στο  , και θα είναι αρνητική για  
    , και θετική για τιμές     . Επομένως αρχικά η παράμετρος   θα 
αναζητηθεί στο διάστημα       . Δεδομένου ότι για τιμές  πολύ κοντά στο    η 
  παίρνει αρκετά μεγάλες τιμές και ομοίως για  πολύ κοντά στο 1, η συνάρτηση 
  , θα παρουσιάζει στο        ένα ελάχιστο, έστω   . Επομένως έχουμε δύο 
διαστήματα για την επιλογή της παραμέτρου , τα         και        . Στο πρώτο 
διάστημα         η αδιάστατη φασική ταχύτητα της (3.1.50) παίρνει τιμές  
   . 
Επομένως το διάστημα αναζήτησης της παραμέτρου  θα είναι το        . 
Δεδομένης συνεπώς μίας περιόδου   , ύψους κύματος    και βαθυμετρίας   , 
μπορούμε αναζητώντας ρίζα στο διάστημα        , για την εξίσωση        , να 
προσδιορίσουμε την παράμετρο   
Εφαρμόζοντας την παραπάνω διαδικασία για        ,       και         
προκύπτει          , το ελάχιστο          , ταχύτητα βάση της (3.1.47) 
         
 
 
 , μήκος κύματος                μέγιστο ύψος κύματος 
          , ελάχιστο           βάση της (3.1.46), παράμετρος Ursell 
         και το αντίστοιχο κύμα βάση της σχέσης (3.1.35) δίνεται από την  
                              
         
       
       , που στιγμιότυπό του 
παρουσιάζουμε στην Εικόνα 12, ενώ στην Εικόνα 13 παρουσιάζουμε την περιοχή 




Εικόνα 12: Στιγμιότυπο cnoidal wave όπου για       ,       και         προκύπτει         
 






 και  
  
   




3.2. Μοναχικό Κύμα (Solitary Wave) 
Μία ειδική περίπτωση που μπορούν να λάβουν οι παραπάνω λύσεις (3.1.35) της 
εξίσωσης KdV είναι η περίπτωση όπου το μήκος κύματος    . Σε αυτή την 
περίπτωση και βάση της σχέσης (3.1.34) που προέκυψε για το μήκος κύματος και 
του πλήρους ελλειπτικού ολοκληρώματος πρώτου είδους     που εμπλέκεται σε 
αυτή, θα πρέπει να απαιτήσουμε το   . Δεδομένου ότι στο όριο καθώς    
το ελλειπτικό συνημίτονο                 μπορούμε να αναμένουμε λύση σε 
κλειστή μορφή για το μοναχικό κύμα. Στο σημείο αυτό αναφέρουμε ότι με τον όρο 
μοναχικό κύμα εννοούμε κύμα το οποίο ταξιδεύει αναλλοίωτο (σε σταθερή 
βαθυμετρία), το οποίο βάση της σχέσης (3.1.48) προκύπτει να έχει άπειρη περίοδο 
 . 
Για την εξαγωγή τέτοιου είδους λύσης, θα θεωρήσουμε και πάλι  λύσεις της μορφής 
               στην εξίσωση KdV (3.1.12)  ώστε να έρθει στη μορφή (3.1.16) 
που παρουσιάσαμε στο προηγούμενο εδάφιο και επαναδιατυπώνουμε ως 








          
                                                                                          
Όπου οι σταθερές   και   είχαν προκύψει ως σταθερές ολοκλήρωσης. Στην 
περίπτωση του μοναχικού κύματος θα θεωρήσουμε λόγω του άπειρου μήκους 








                                                                                                         
Για να έχει πραγματικές λύσεις η παραπάνω (3.2.1) θα πρέπει       . Ανάλογα 
με την επιλογή του     έχουμε τις παρακάτω τυπικές εικόνες για το πολυώνυμο 
    , οι οποίες για      παρουσιάζεται στην Εικόνα 14(a) και για      
παρουσιάζεται στην Εικόνα 14(b). Παρατηρούμε ότι για να έχουμε πραγματικές 
φραγμένες λύσεις θα πρέπει     και         ώστε η 
  
  
   και να 
παραμένει και αυτό φραγμένο. Μία επιπλέον παρατήρηση για την επιλογή του     
είναι ότι βάση της αδιάστατης φασικής ταχύτητας          που έχουμε εισάγει, 
παρατηρούμε ότι η μη-γραμμικότητα θα προσδώσει σε αυτή μία μικρή αύξηση. 
Εισάγοντας τη μεταβλητή 
   











                                                                                                  
















                                                                                                                       
Από την οποία προκύπτει η εξίσωση χωριζόμενων μεταβλητών 
 
   
  
     
  
     
                                                                                                               
Η (3.2.4) μπορεί να ολοκληρωθεί ώστε να προκύψει  
 
   
  
     
  
     
    
    
                                                                                   
Θεωρώντας ότι        από την (3.2.2) προκύπτει ότι          και το   
προσδιορίζεται έτσι ώστε η ελεύθερη επιφάνεια   να λαμβάνει το μέγιστό της για 
   . Αντιστρέφωντας το τόξο του υπερβολικού συνημίτονου στην (3.2.5) και 
χρησιμοποιώντας την (3.2.2) προκύπτει ότι 
 
   
    
       
   
  
      
    
          
   
   
  
                                                                                                   
Ώστε το αδιάστατο ύψος κύματος      λόγω της επιλογής που έγινε για το   να 
είναι          , το οποί ο αντιστοιχεί στο μέγιστο ύψος του κυματισμού. 








Θέτωντας    
  
  
 η αδιάστατη λύση (3.2.6) παίρνει την παρακάτω μορφή 
                
    
 
                                                                                             
Εισάγοντας διαστάσεις για την (3.2.7) έχουμε την λύση μοναχικού κύματος της 
εξίσωσης KdV που δίνεται από τα 
               
    
 
                                                                                                   
   
   
  





                                                                                     
Στην Εικόνα 15 παρουσιάζουμε δύο προφίλ των λύσεων (3.2.8) και (3.2.9) για ύψος 
κύματος          κάτω από  βαθυμετρία         και        .
 
Εικόνα 15: Δύο μοναχικά κύματα βάση των σχέσεων (3.2.8) και (3.2.9) για ύψος κύματος        κάτω 






3.3. Περιοδικοί κυματισμοί στο βαθύ νερό – Stokes Waves 
Στο εδάφιο αυτό θα παρουσιάσουμε περιοδικές προσεγγιστικές λύσεις για το 
πρόβλημα (WW2) στο πλαίσιο της ανάπτυξης σε δυναμοσειράς της λύσεως με 
παράμετρο      όπου   ο κυματάριθμος και   
 
 
 το πλάτος ανύψωσης της 
ελεύθερης επιφανείας, το οποίο απαιτούμε να συμπίπτει με της γραμμικής 
θεωρίας. Εφόσον η λύση που αναζητούμε θα είναι περιοδική, για σταθεροποιημένο 
μήκος κύματος   
  
 
 επεκτείνουμε τις λύσεις   και  ως εξής: 
                                                                                                                          
                                                                                                                       
Θεωρούμε το πρόβλημα στο       επίπεδο σε σταθερή βαθυμετρία      ώστε 
το (WW2) να πάρει τη μορφή 
   
   
 
   
   



























                                                                                                  
  
  
                                                                                                                          
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (3.3.1) και (3.3.2) στην εξίσωση Laplace (3.3.3) και 
στην συνθήκη μη εισχώρησης του πυθμένα (3.3.6) προκύπτουν λόγω γραμμικότητας 
οι παρακάτω: 
      
   
 
      
   
 
      
   
 
      
   
                                                                    
Και  
     
  
 
     
  
                                                                                                             
Για τις εξισώσεις ελεύθερης επιφανείας οι  οποίες περιέχουν μη γραμμικότητα και 
οι τιμές των ταχυτήτων είναι υπολογισμένες στο         , θα προσεγγίσουμε τις 
τους με τη βοήθεια του Θ. Taylor γύρω από την αδιατάρακτη επιφάνεια ως εξής: 
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Όπου             το δυναμικό ταχύτητας υπολογισμένο στην αδιατάρακτη 
επιφάνεια. Δεδομένης της ανάπτυξης του δυναμικού στην μορφή (3.3.2) έχουμε ότι 
           
        
                                                                                            
Και αντίστοιχα για τις παραγώγους 
   
  
 
    
   
. Σε συνδυασμό με την έκφραση της 
ανύψωσης της ελεύθερης επιφανείας (3.2.1) έχουμε: 
             
    
        
     
                   
   
   
  
   
   
   
  
      
Για να καταλήξουμε κρατώντας όρους μόνο μέχρι δευτέρας τάξεως ως προς   στην  
                 
         
        
   
   
  
                                            
Αντίστοιχα αναπτύσσουμε τις μερικές παραγώγους υπολογισμένες στην ελεύθερη 
επιφάνεια όπου για την οριζόντια ταχύτητα έχουμε: 
  
  
             
   
  
  
    
    
  
   
   
   
  
   
   
   
  
   
                   
    
   
    
   
    
   
    
   
  
   
   
  
    
   
   
  
     
    
   
    
                                     
Όμοια προκύπτουν και οι 
  
  
              
   
   
  
    
   
   
  
     
    
   
    
                                
  
  
              
   
   
  
    
   
   
  
     
    
   
   
                                
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (3.3.12), (3.2.13) και (3.2.14) στην δυναμική 
συνθήκη ελεύθερης επιφανείας (3.3.4) προκύπτει ότι 
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Όπου συμμαζεύοντας τους όρους κάθε τάξεως προκύπτει 
  
   
   
  
       
    
   
   
  
     
    
   





   





   




        
                                                                                                                
Αντικαθιστώντας τώρα τις εκφράσεις (3.3.12), (3.3.13) και (3.3.14)  στην κινηματική 
συνθήκη ελεύθερης επιφανείας (3.3.5) προκύπτει 
 
     
  
   
     
  
   
   
   
  
    
   
   
  
     
    
   
    
    
     
  
   




   
   
  
    
   
   
  
     
    
   
   
      
Συμμαζεύοντας τους όρους μέχρι δευτέρας τάξεως ως προς   προκύπτει 
  
     
  
 
   
   
  
     
     
  
 
   
   
  
     
  
 
   
   
  
     
    
   
   
 
                                                                                                                
Κατά συνέπεια προκύπτει για την τάξεως   το ακόλουθο γραμμικό πρόβλημα 
      
   
 
      
   
                                                                                             
     
  
                                                                                                               
     
  
 
     
  
                                                                                                         
     
  
                                                                                                                    
Και για την τάξεως    το παρακάτω 
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Για το γραμμικό τάξεως   πρόβλημα, παραγωγίζουμε την (3.3.18) ως προς   και 
κατόπιν αντικαθιστούμε την (3.3.19) σε αυτή με σκοπό να απαλείψουμε την 
πρωτοτάξια ανύψωση της ελεύθερης επιφανείας      για να προκύψει η  
      
   
  
     
  
                                                                                                 
Τώρα η εξίσωση Laplace (3.3.17), η μεικτή συνοριακή συνθήκη (3.3.24) και η 
συνθήκη μη εισχώρησης του πυθμένα (3.3.20) αποτελούν ένα σύνολο εξισώσεων με 
άγνωστο το πρωτοτάξιο δυναμικό ταχύτητας     το οποίο μπορεί να επιλυθεί με 
τη μέθοδο χωρισμού των μεταβλητών, υποθέτοντας αρμονική χρονική εξάρτηση με 
λύσεις: 
              
  
 
            
        
                                                                
                                                                                                                          
Όπου τα   και  ικανοποιούν την γραμμική σχέση διασποράς 
                                                                                                                                
Οι παραπάνω λύσεις θα αντικατασταθούν στο δευτεροτάξιο πρόβλημα (3.3.21)-
(3.3.24) για να προκύψουν οι δευτεροτάξιες λύσεις            . 
Για την επίλυση του δευτεροτάξιου προβλήματος (3.3.21) - (3.3.24) θα μειώσουμε 
το πλήθος των εξισώσεων και των αγνώστων όπως και στο πρωτοτάξιο πρόβλημα 
παραγωγίζοντας την δυναμική συνθήκη (3.3.22) ως προς   και αντικαθιστώντας σε 
αυτή την (3.3.23). Με αυτή τη διαδικασία θα προκύψει: 
      
   
  
     
  
  
     
  
      
    
     
      






        
 
   
     
  
     
  
      
      
   
                                                                                      
Όπου         
 
    










Το δεξί μέλος της (3.3.29) μπορεί να παραγοντοποιηθεί ως εξής: 
    
     
  
      






        
 
   
     
  
     
  
       
      
   
 
      




Και χρησιμοποιώντας τις πρωτοταξιες εξισώσεις  
 
     
  
  
     
  
     





      
    
 
Αντικαθιστώντας στο δεξί μέλος της (3.3.29) έχουμε ότι 
    
     
  
      
    
 
      
    







        
 
        
      
   
 
      
     
  












        
 
        
      
   
 
      
     
  
    
 
  
        
 
        
      
   
 
      
     
  
Αντικαθιστώντας το ανωτέρω αποτέλεσμα στην (3.3.29) έχουμε 
      
   
  





        
 
        
      
   
 
      
     
                              
Αντικαθιστώντας στην (3.3.30) τα αποτελέσματα του πρωτοτάξιου προβλήματος 
(3.3.26) και (3.3.27) και κάνοντας χρήση της σχέσης διασποράς (3.3.28) προκύπτει 
μετά από πράξεις και εφαρμογή γνωστών κανόνων του ημιτόνου και του 
υπερβολικού ημιτόνου ότι η (3.3.20) παίρνει την μορφή 
      
   
  
     
  
      
  
         
                                                         
Θέτουμε        
   
         
  και έχουμε για το δευτεροτάξιο δυναμικό ταχύτητας 
     ότι θα πρέπει να ικανοποιεί το παρακάτω σύστημα διαφορικών εξισώσεων: 
      
   
 
      
   
                                                                                            
      
   
  
     
  
                                                                                        
     
  
                                                                                                                     
 Θεωρούμε γενική λύση για τις (3.3.32) και (3.3.34) της μορφής  
                                                                                          
Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση (3.3.35) στην μεικτή συνοριακή συνθήκη 
ελεύθερης επιφανείας (3.3.33) προκύπτει ότι: 
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Από όπου μετά από πράξεις, χρήση ταυτοτήτων των υπερβολικών συναρτήσεων και 
της σχέσεως διασποράς (3.3.28) προκύπτει ότι 
   
 
 
     
             
 
Και συνεπώς  
               
 
 
     
             
                                               
Αντικαθιστώντας την (3.3.36) στην δευτεροτάξια δυναμική συνθήκη ελεύθερης 
επιφανείας (3.3.22) και λύνοντας ως προς      προκύπτει η  
            
   
 
 
           
          
                                                                 
Τέλος χρησιμοποιώντας τα αναπτύγματα (3.3.1) και (3.3.2) οι λύσεις δευτέρας 
τάξεως γράφονται: 
                   
   
 
 
           
          
                                        
          
  
 
            
        




     
             
                                                    
Λύσεις Stokes 5ης τάξεως 
Μέχρι στιγμής έχουμε αναπτύξει λύσεις δευτέρας  τάξεως για το πρόβλημα (WW2) 
με μία απλή μέθοδο διαταραχών παραμέτρου  . Μπορούμε συνεχίζοντας με αυτόν 
τον τρόπο να εξάγουμε λύσεις ανώτερης τάξεως. Ωστόσο θα εισάγουμε έναν άλλο 
τρόπο εξαγωγής των λύσεων σύμφωνα με τον J. D. Fenton 1990, όπου για αρχή θα 
θεωρήσουμε ένα νέο σύστημα συντεταγμένων το οποίο κινείται μαζί με τον 
περιοδικό κυματισμό μήκους κύματος ,  με φασική ταχύτητα του κυματισμού  . 
Τότε στο νέο σύστημα          η κίνηση θα είναι ανεξάρτητη του χρόνου και θα 
ισχύει: 
                                                                                                                     
Με το νέο σύστημα συντεταγμένων μπορούν να επανεκφραστούν ως προς αυτό οι 
ταχύτητες του ρευστού και το δυναμικό ταχύτητας. Θα υποδηλώνουμε τις νέες 
μεταβλητές που προκύπτουν από το νέο σύστημα με   .Επιπλέον μέσω των          
μπορεί να εισαχθεί συνάρτηση ροής  , η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες Cauchy-
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Riemann σε σχέση με το δυναμικό   με αποτέλεσμα το πρόβλημα στο νέο σύστημα 
συντεταγμένων         να μπορεί να αναδιατυπωθεί ισοδυνάμως ως προς την 
άγνωστη συνάρτηση ροής  ως εξής: 
                                                                                                                                           
                                                                                                                                    
                                                                                                                              
 
   




   
   
 
 
                                                                              
Όπου   σταθερά που υποδηλώνει τον ρυθμό ροής του όγκου ανά μονάδα 
επιφανείας και είναι θετική αλλά καθώς το σύστημα συντεταγμένων κινείται μαζί 
με τον κυματισμό η ροή κινείται προς τα αρνητικά  . Οι (3.3.42) και (3.3.43) 
εκφράζουν το γεγονός ότι στο       και στο        έχουμε γραμμές ροής και 
τέλος η   είναι η σταθερά Bernoulli. 
Θεωρώντας    
 
 
 υποθέτουμε το ακόλουθο ανάπτυγμα για την συνάρτηση ροής 
   
   
  
                
 
 
   
                         
 
   
                                  
Όπου    η μέση ταχύτητα στο νέο σύστημα  συντεταγμένων και      υπό την 
απουσία ρεύματος. Η (3.3.45) ικανοποιεί την εξίσωση Laplace (3.3.41) και την 
συνθήκη στον πυθμένα (3.3.42). Μετά την εισαγωγή της στις συνθήκες ελεύθερης 
επιφανείας (3.2.43) και (3.2.44) προκύπτει  
  
  
                   
 
 
   
                            
 
   
                 
Και  
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Υποθέτουμε ότι οι          μπορούν να αναπαρασταθούν ως προς   ώστε να 
έχουμε: 




   
        
                                                                                                       
 






   




   
     
 
 
   






   
         
                                                                                                
 
   
 
            
 
   
 
   
                                                                                                   
Για τον προσδιορισμό των συντελεστών                     οι (3.3.48) – (3.3.51) 
αντικαθιστούνται στις (3.3.46) και (3.3.47) και οι υπερβολικές συναρτήσεις 
αναπτύσσονται και αυτές  σε δυναμοσειρά. Λαμβάνοντας υπόψη ότι οι συνοριακές 
συνθήκες θα πρέπει να ισχύουν για όλες τις τιμές   και    προκύπτει μετά  από 
πράξεις η 5ης τάξεως λύση που δίνεται από 
               




   
                
              
 
   
 
   
                                                                                                                
Όπου 




   
     
     
       
                                                                               
Για την ανύψωση της ελεύθερης επιφανείας έχουμε 
                             
               
             
              
             
   
                    
             
                
  






   
       
            
              









           
       
                                                                          
Όπου οι συντελεστές φαίνονται στον παρακάτω πίνακα που έχουμε δανειστεί από 
το βιβλίο του Massel 1989.
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 Στα σχήματα που ακολουθούν συνοψίζουμε τα αποτελέσματα πρώτης δεύτερης 
και πέμπτης τάξεως με συνεχή λεπτή γραμμή, διακεκομμένη λεπτή γραμμή και 
διακεκομμένη έντονη γραμμή αντίστοιχα (Εικόνα 14), ενώ στο επόμενο σχήμα 
βλέπουμε την περιοχή υπολογισμού των συγκεκριμένων κυματισμών που είναι οι 
 
 
     και 
 
 
   .(Εικόνα 15) 
 






 τάξεως για 
 
 
Εικόνα 17:H περιοχή εφαρμογής των ανωτέρω κυματισμών που φαίνονται στην Εικόνα 11  
 
 
     και 
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Με βάση τα ανωτέρω αποτελέσματα του κεφαλαίου 3, και όπως φαίνονται από τα 
εδάφια 3.1 και 3.3, έχουμε τη δυνατότητα κατασκευής περιοδικών λύσεων, 
περιορισμένης μη γραμμικότητας σε σταθερό βάθος νερού που καλύπτουν όλη την 
έκταση της περιοχής ρήχωσης   
 
 
, οι οποίες μπορούν να χρησιμοποίηθούν ως 
συνοριακές συνθήκες εισόδου για τη μελέτη διάδοσης και μετασχηματισμού των 
χαρακτηριστικών υδάτινων κυματισμών σε περιοχές μεταβαλλόμενης βαθυμετρίας 
με μοντέλα τύπου Boussinesq που θα παρουσιαστούν στο κεφάλαιο 5. Επιπλέον 
εισάγοντας μοναχικά κύματα της μορφής που εξήχθησαν στο εδάφιο 3.2,  υπό 
σταθερή βαθυμετρία θα εκτιμήσουμε τη βέλτιστη διακρτοποίηση των μη 
γραμμικών όρων.  
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4. Ένα ασθενώς μη γραμμικό μοντέλο χωρίς περιορισμό στην 
βαθυμετρία .  
Μέχρι στιγμής έχουμε εξάγει προσεγγιστικές εξισώσεις των προβλημάτων (WW1) 
και (WW2), για τις οποίες ισχύουν περιορισμοί στη βαθυμετρία και κατ’ επέκταση 
δεν είναι εφαρμόσιμες σε όλο το εύρος της βαθυμετρίας. Τυπικά αυτοί οι 
περιορισμοί εισάγονταν a priori, στην εξαγωγή των εν λόγω εξισώσεων, είτε με 
παραδοχές που προσέγγιζαν την κατακόρυφη ταχύτητα συγκεκριμένα στο ρηχό 
νερό (εξισώσεις Boussinesq) είτε μέσα από την απαίτηση της σύγκλισης μιας 
συγκεκριμένης μεθόδου διαταραχών (κύματα Stokes).  
Για να γίνουμε πιο συγκεκριμένοι, οι εξισώσεις Boussinesq εξήχθησαν εισάγοντας 
την ακόλουθη πολυωνυμική προσέγγιση για το δυναμικό ταχύτητας    
                      
 
 
   
 
Με την βοήθεια της εξίσωσης Laplace, και τη συνοριακή συνθήκη ελεύθερης 
επιφανείας είδαμε ότι το δυναμικό ταχύτητας γράφεται στη μορφή 
                 





      
  
  
    
   
Όπου                  . Η διαδικασία αυτή αποτελεί μία ασυμπτωτική 
προσέγγιση του δυναμικού ταχύτητας   στο ρηχό νερό, με συνέπεια τον 
περιορισμό της εφαρμογής των εξισώσεων στο ρηχό νερό, καθώς η παραπάνω 
έκφραση για το δυναμικό δεν αρκεί να προσεγγίσει τις ταχύτητες στο βαθύ νερό. 
Στο παρόν μοντέλο θα υποθέσουμε ότι η οριζόντια ταχύτητα μπορεί να αναπτυχθεί 
σαν  
                      
 
   
                                                                                               
Όπου  
      
             
         
                                                                                                      
H επιλογή της (4.2) προκύπτει από την γενική λύση της εξίσωσης Laplace σε 
οριζόντιο πυθμένα που δίνεται από τον τύπο 
                
             
         
           
  
  
                                                 
82 
 
Όπου   ο κυματάριθμος και        το χρονικά μεταβαλλόμενο φάσμα του 
κυματάριθμου. Η παραπάνω γενική λύση (4.3) όπως είδαμε και στην ενότητα των 
κυμάτων Stokes μπορεί να εφαρμοστεί και για την εξαγωγή μη γραμμικών 
κυματισμών, κατά συνέπεια η επιλογή της (4.2) ως κατακόρυφη εξάρτηση της 
οριζόντιας ταχύτητας δεν περιορίζεται μόνο σε γραμμικά κύματα.  
Σε διακριτή μορφή η (4.3) μπορεί να προσεγγιστεί ως 
                             
             
         
    
   
                                                
Όπου στην (4.4) χρειαζόμαστε έναν μεγάλο αριθμό για το      ώστε να 
προσεγγίσουμε ικανοποιητικά κυματισμούς εβραίου φάσματος, το οποίο 
συνεπάγεται ότι το  στην έκφραση για την οριζόντια ταχύτητα (4.1) θα είναι 
μεγάλο. Για να ξεπεραστεί αυτό το πρόβλημα και να μειωθεί το  , για τον 
αυθαίρετο κυματάριθμο   χρησιμοποιείται η ακόλουθη προσέγγιση: 
            
        
         
 
   
                                                                                           
Όπου οι       ορίζονται από την (4.2) και οι    είναι άγνωστες συνιστώσες που 
οφείλουμε να προσδιορίσουμε με την μέθοδο Galerkin, η οποία είναι μέθοδος 
προβολής στον γραμμικό υπόχωρο                            του αρχικού 
χώρου                       που παράγεται από τις συναρτήσεις         
       για κάποιο σταθεροποιημένο    Με την προβολή της συνάρτησης 
            
        
 σε κάθε έναν από τους    προσδιορίζεται το ζητούμενο      
Πιο συγκεκριμένα, ας υποθέσουμε ότι για     έχουμε επιλέξει κυματάριθμους 
          οι οποίοι έχουν επιλεγεί έτσι ώστε να αναπαραστήσουν το κατακόρυφο 
προφίλ της ταχύτητας 
             
         
, με κυματάριθμο   . Τότε θα έχουμε ότι 
                                                                                                              
Όπου            δίνονται από την (4.2). Η μέθοδος Galerkin υποδηλώνει τον 
πολλαπλασιασμό της (*) με κάθε μία από τις            και την στη συνέχεια την 
ολοκλήρωση στο (κοινό) πεδίο ορισμού των   , με σκοπό να προκύψουν αλγεβρικές 
εξισώσεις για τα           . Θέτοντας  
                     
 
  
                   
Βάση της παραπάνω περιγραφής προκύπτει το ακόλουθο γραμμικό σύστημα: 
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Από όπου προκύπτουν ως λύσεις τα αντίστοιχα         . 
Τέλος αναφέρουμε ότι για    και τιμές                         αρκεί για να 
περιγραφεί με αρκετή ακρίβεια το δεξί μέλος της (4.5). 
Εφόσον η μέθοδος Galerkin μας εξασφαλίζει την διατήρηση σε χαμηλά επίπεδα του 
πλήθους   των συνιστωσών που πρέπει να διατηρήσουμε προχωράμε στην 
εξαγωγή του μοντέλου. Οι εξισώσεις που θα βασιστούμε για την εξαγωγή είναι οι 
εξισώσεις που εξάγαμε στο εδάφιο 1.3 σε συνδυασμό με το (WW1) πρόβλημα. Για 
την πληρότητα και επειδή η εξαγωγή θα πραγματοποιηθεί σε μία οριζόντια 
διάσταση επαναδιατυπώνουμε τα αποτελέσματα του κεφαλαίου 1.3 στην μια 






     
 
  















   
    
                                                              
Όπου                  και                . Οι (4.5) και (4.7)  εμπεριέχουν 
την πλήρη μη γραμμικότητα του προβλήματος. Στις εξισώσεις που θα εξάγουμε θα 
διατηρήσουμε την χαμηλότερη τάξη μη γραμμικότητας, αναπτύσσοντας τους όρους 
   και   κατά Taylor ως εξής 
       
   
  
                                                                                                              
       
   
  
                                                                                                            
Όπου             και           . Αντικαθιστώντας τις παραπάνω (4.8) και 
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Και εφόσον το δεύτερο ολοκλήρωμα στο δεξί μέλος  της (4.11) μπορεί να 
προσεγγιστεί από την 
   
  
 για το συγκεκριμένο διάστημα ολοκλήρωσης           ,  
έχουμε από αντίστοιχη έκφραση με την (4.9) ότι 
 
   
  
  
      
 
  
   
  
  
    
    
      
   
  
                                   
      
 
 


















   
    
                                                   
Με ακριβώς αντίστοιχο τρόπο, χρησιμοποιώντας την έκφραση (4.8) στην 






         
 
  
                                                                                                    
Μένει να εκφράσουμε αναλυτικά τις ποσότητες στα ολοκληρώματα των (4.13) και 
(4.14) για να προσεγγίσουμε τα   και . Όπως είδαμε στην αρχή της παραγράφου 
έχουμε επιλέξει   της μορφής (4.1), (4.2). Θα θεωρήσουμε επιπλέον ότι τα        
στην (4.1) είναι τέτοια ώστε        ώστε συνολικά να έχουμε 
                                       
             
         
        
 
   
 
Όπου    η   συνηστώσα της οριζόντιας ταχύτητας στο     και     τα 
επιλεγμένα από την μέθοδο Galerkin αδιάστατα βάθη, με    τους επιλεγμένους 
κυματάριθμους.  
Αντικαθιστώντας την έκφραση για την οριζόντια ταχύτητα (4.15) στην προσέγγιση 






   
             
         
       
 
   
        
 
   
 
  








         
 
   
                 
 
  










   
                   
Χρησιμοποιώντας την σχέση διασποράς 
  
 
   











   
       
 
   
                                                                                      
Έχουμε επομένως καταλήξει σε μία εξίσωση (4.16) για    αγνώστους. Θα πρέπει 
από την προσέγγιση (4.13) να καταλήξουμε σε   εξισώσεις. Αυτό θα γίνει 
εκμεταλλευόμενοι την μέθοδο Galerkin. Αρχικά όμως θα πρέπει να προσεγγίσουμε 
την  κατακόρυφη ταχύτητα. Με τη βοήθεια της (4.15) και αντικαθιστώντας την στην 
εξίσωση της συνέχειας (1.2.13) για μία οριζόντια διάσταση και ολοκληρώνοντας 









   
  
 
             




   
                          
 
   
  
 
   
             
           
                        
Με χρήση της συνθήκης μη εισχώρησης του πυθμένα (1.2.27) 
 
   
  
 
   
             
           
           
  
  
        
           
   
  
 
   
             
           
    
 
   
             




Δεδομένου ότι τα     θεωρούναι σταθεροποιημένα λόγω της μεθόδου Galerkin, 
προκύπτει ότι 




   
 
             
           
                                                                     
Εάν στην εξίσωση (4.13) αντικαταστήσουμε τα αποτελέσματα (4.15) και (4.17) θα 
προκύψει μία εξίσωση με    αγνώστους. Για να καταφέρουμε να εισάγουμε   
το πλήθος εξισώσεις, εργαζόμαστε με τον εξής αλγόριθμο: 
Για        ,  
 αντικαθιστούμε τα αποτελέσματα (4.15) και (4.17) στην (4.13),  
 πολλαπλασιάζουμε  το αποτέλεσμα με       
             
         
  
 ολοκληρώνουμε στην κατακόρυφη στήλη από   έως  . 
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Με αυτό τον τρόπο θα κατασκευαστούν  το πλήθος εξισώσεις που μαζί με την 
(4.16) θα αποτελούν ένα πλήρες σύνολο εξισώσεων για τους αγνώστους 
           Οπότε για         προκύπτει 
       
 
   





     





   
    







     




   
 
  
    
   




      
  
  
   
  
 
   
    
Δεδομένου και ότι το             με   όπως δίνεται στην (4.17), και    
    και  υπολογίζοντας τα ολοκληρώματα στην παραπάνω έκφραση προκύπτει ότι 
    
   
  




   
     





   
    




     
    
   
    




   
                                                             
Όπου οι συντελεστές της (4.18) δίνονται παρακάτω 
    
  
    
 
  
    
      
   
       
    
  
    
  




      
      
  
        
    
  
 
     
 
  
    
 
      
  
        
    




    
 
     
 
      
 
 
        
 
 
    
   
                        
Οι εξισώσεις (4.16), (4.18) με τους συντελεστές (4.19) για         αποτελούν 
ένα    σύνολο εξισώσεων που είναι πλήρες προς επίλυση, και περιγράφουν ένα 
ασθενώς μη γραμμικό μοντέλο εξισώσεων με χαρακτηριστικά διασποράς που 
εξαρτώνται από την επιλογή του   και μπορεί να περιγράψει  την εξέλιξη 
κυματισμών σε ήπια κλίση βαθυμετρίας. Το παραπάνω σύστημα    εξισώσεων 
(4.16), (4.18) μαζί με τους συντελεστές  (4.19) θα το αναφέρουμε στη συνέχεια 
χάριν συντομίας ως σύστημα Nadaoka et. al. 
Σχέσεις διασποράς του συστήματος Nadaoka et. al.για    
Για να κατανοήσουμε την συμβολή της μεθόδου Galerkin και την ισχύ των 
εξισώσεων Nadaoka et. al θα εισάγουμε την σχέση διασποράς στην απλούστερη 
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περίπτωση όπου    . Βάση των εξισώσεων Nadaoka et. al οι γραμμικοποιηένες 






   
 
   
  
                                                                                                         
 
   
 
    
   
  




   
     
    
     
 
   
                                                                         
    
   
  




   
     
    
     
 
   
                                                                        
 
Θεωρούμε αρμονικές λύσεις της μορφής                      ,         
                και                         αντικαθιστώντας στις (4.20) -  
(4.22) προκύπτει μετά από πράξεις και απαλοιφές η παρακάτω σχέση 
  
  
     
  
 
      
 
    
 
          
 
       
 
                                                                             
Όπου     και     οι ταχύτητες φάσης των προκαθορισμένων    και   ,    η 
τυχούσα ταχύτητα φάσης, τα                     υπολογίζονται μέσω της (4.19) 
και  
        
       
 
  
      
    
        
       
 
  
      
    
Με τα αντίστοιχα                     να δίνονται πάλι από την (4.19) 




      καθώς και η καμπύλη της γραμμικής θεωρίας. Παρατηρούμε ότι η επιλογή 
μόνο δύο συνιστωσών        παρουσιάζει πολύ καλή ταύτιση με τη γραμμική 
θεωρία από το ρηχό έως το βαθύ νερό.  
Σημειώνουμε τέλος ότι για    έχουμε το βέλτιστο σε σχέση με το υπολογιστικό 




Εικόνα 18: Σχέση διασποράς για την περίπτωση Ν=2 έχοντας επιλέξει     
 
 





4.1. Το μοντέλο Beji & Nadaoka 1997 για ήπια κλίση πυθμένα  
Παρακάτω θα αναφέρουμε σαν ιδιαίτερη περίπτωση των εξισώσεων Nadaoka et.  al  
την περίπτωση    όπου θα προκύψει το ακόλουθο σετ εξισώσεων, με απλή 










                                                                                                         
    
   
  
   
  
  
     





   
    





         
  
    





         
  
 
   
  
                             
Όπου        η οριζόντια ταχύτητα στο     και         οι τιμές υπολογισμένες 
από τη γραμμική θεωρία για μία πρωτεύουσα συχνότητα   και τοπική βαθυμετρία 
 . Οι (4.1.1), (4.1.2) μπορούν να περιγράψουν λεπτού φάσματος (narrow banded) 
κυματική διαταραχή, ασθενώς μη γραμμική που διαδίδεται σε ήπια μεταβαλλόμενη 
βαθυμετρία. Θα αναφερόμαστε στις (4.1.1) και (4.1.2) ως σύστημα Beji & Nadaoka 
1997. 
 Υπενθυμίζουμε ότι 
   
  
 
   
   
       
   
Σχέσεις διασποράς του συστήματος Beji & Nadaoka 1997  
Θα θεωρήσουμε τώρα τις σχέσεις διασποράς για το σύστημα Beji & Nadaoka 1997. 
Θεωρούμε τη βαθυμετρία σταθερή και γραμμικοποιούμε ώστε οι μη γραμμικοί όροι 
και οι όροι ρήχωσης να θεωρούνται αμελητέοι. Με αυτές τις παραδοχές οι 







   
  
                                                                                                                        
    
   
  





         
  
    
     
                                                                      
Θεωρούμε αρμονικές λύσεις της μορφής                       και 
                       και αντικαθιστώντας στις (4.1.3) προκύπτει 




    
  
 
   
                                                                                                 
Αντικαθιστώντας τις αρμονικές λύσεις στην (4.1.4) έχουμε 
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Αντικαθιστώντας στην (4.1.6) το αποτέλεσμα της (4.1.5) προκύπτει μετά από 
απαλοιφές των όρων και πολλαπλασιασμό με   ότι 
  
        
   
          
  
   
   
     
  
         
          
  
    
   





     
        
  
                                                                                                      
Στο παρακάτω σχήμα (Εικόνα 19) φαίνονται οι σχέσεις διασποράς για διάφορες 
τιμές του    καθώς και η καμπύλη της γραμμικής θεωρίας: 
 
Εικόνα 19 Σχέσεις διασποράς για το Beji & Nadaoka 1997 για διάφορες τιμές του kh 
 Παρατηρούμε ότι κοντά στην τιμή του επιλεγμένου    η καμπύλη διασποράς που 





4.2. Περαιτέρω επεξεργασία του μοντέλου Beji & Nadaoka 1997  
Στο εδάφιο αυτό θα επεξεργαστούμε περαιτέρω τις εξισώσεις Beji & Nadaoka 1997 
με σκοπό να παράγουμε μία εξίσωση ως προς την ανύψωση της ελεύθερης 
επιφανείας  . Ο σκοπός για αυτή την ενέργεια πέρα από την εξαγωγή μίας ασθενώς 
μη γραμμικής εξίσωσης με πολύ καλά χαρακτηριστικά διασποράς που θα είναι 
εφαρμόσιμη σε αυθαίρετα βάθη με ήπια κλίση πυθμένα για κυματισμούς λεπτού 
φάσματος (narrow banded), είναι και να φανεί από τον τρόπο εξαγωγής η συμβολή 
των μη γραμμικών όρων και η συνεισφορά τους στα διάφορα βάθη. Για την 
εξαγωγή της εξίσωσης θα χρησιμοποιηθεί μία μέθοδος διαταραχών για να 
αντικατασταθούν οι μη γραμμικοί όροι και οι όροι ρήχωσης με τους κατά 
προσέγγιση γραμμικά ισοδύναμούς τους. Για το λόγο αυτό θα εισάγουμε μία 
παράμετρο   η οποία αρχικά θα υποδεικνύει τους όρους αυτούς. Υπενθυμίζοντας 
ότι         είναι χωρικά μεταβαλλόμενες ποσότητες και η παραγώγησή τους 
















    
 
  
                                                                    
    
  
  
   
  
  






          
         
  
   





         
  
 
   
    
                                                               
Όπου   και   η οριζόντια και κατακόρυφη ταχύτητα αντίστοιχα υπολογισμένες 
στην αδιατάρακτη επιφάνεια      
Θεωρούμε τώρα τα αναπτύγματα των αγνώστων ως προς την παράμετρο   
          
      
          
      
          
                                                                                                        
Εισάγοντας τα ανωτέρω αναπτύγματα (4.2.3) στις (4.1.2) και (4.2.2) και 
διατηρώντας μόνο τους όρους μηδενικής και πρώτης τάξεως ως προς   έχουμε 
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Αναζητώντας περιοδικές λύσεις                          και         
                  στην μηδενική τάξη προσέγγισης και θεωρώντας τους όρους 
ανώτερης τάξεως αμελητέους  προκύπτει μετά από πράξεις ότι 
   
  
 
   και συνεπώς    
  
 
    Δεδομένου ότι 
    
    
      προκύπτει 
συνολικά ότι 
   
  
 
   
 
    
 
    
    
           
                                                                            







       
   
  
                                                 
Και από την (4.2.4) έχουμε 






   
  
                                                                    
Βάση των σχέσεων (4.2.6) – (4.2.8) προκύπτουν οι ακόλουθες προσεγγίσεις για τους 





   
           
   




       
       
   
        
  
   
  
   
    
   
      
   
            
 
    
   
   
  
  
    





    
   
                                                                                                        
Αντικαθιστώντας τις (4.2.6) και (4.2.9) στους μη γραμμικούς όρους και τους όρους 
ρήχωσης της  (4.2.4) προκύπτει 
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Ο προτελευταίος όρος στην (4.2.10)  
 




    
    
 είναι όρος ρήχωσης που 
εμπεριέχει και μη γραμμικότητα επομένως θεωρείται ανώτερης τάξεως ως προς     
και παραλείπεται ώστε να προκύψει 
   
  
  







   
  
  
   
  
   
     
  
    
 
    
    
   
 




   
    
    
 
                                                                                                                
Αντικαθιστώντας αντίστοιχα τις (4.2.6) και (4.2.9) στους μη γραμμικούς όρους και 
τους όρους ρήχωσης της (4.2.5) έχουμε για τον όρο  
   
  
  
   





   
    
       
  
  









    
    
  











    
    









    
  






      




    
  
  
                                                       




         
  
 
    






        
  
        
     
         
  
    
   
     
         
  
                                                                             
Αντικαθιστώντας τις δύο παραπάνω εκφράσεις (4.2.12) και (4.2.13) η (4.2.5) γίνεται 
    
   
  
    
    
  
 
         
  
    
     
       
   
  
    
    
  
 
         
  
    





      




    
  
  
   
     
         
  
   
                                                                                                               
Ακριβώς όπως στην διαδικασία που καταλήξαμε στις εξισώσεις Boussinesq 
θεωρούμε τα αναπτύγματα μέχρι πρώτης τάξεως ως προς   για τις              
ώστε 
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Παρατήρηση: Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειώσουμε την επίδραση των μη 
γραμμικών όρων της (4.2.17). Είδαμε ότι στην διαδικασία που ακολουθούμε μέχρι 
στιγμής, από την (4.2.12), ότι οι όροι   
   
  
 και   
  έχουν συντελεστή  




οποίος θεωρείται αμελητέος στο ρηχό νερό καθώς   
      , ενώ τείνει στην 
μονάδα στο βαθύ νερό όπου   
          Κατά συνέπεια οι δύο αυτοί μη 
γραμμικοί όροι μπορούν να ληφθούν υπόψη μόνο στο βαθύ νερό.  
Για να ενοποιήσουμε τις (4.2.16) και (4.2.17) εργαζόμαστε ως εξής:  
1. Πολλαπλασιάζουμε την (4.2.17) με  
  
   
  
2. Παραγωγίζουμε το αποτέλεσμα ως προς    λαμβάνοντας υπόψη ότι οι 
        είναι χωρικά μεταβαλλόμενες ποσότητες 
3. Κάνουμε αντικατάσταση στους νέους όρους ρήχωσης που θα προκύψουν 
από τις σχέσεις (4.2.9) ώστε όροι των παραγώγων του   να 
μετασχηματιστούν σε όρους   παραγώγων του   
4. Παραγωγιζουμε την (4.2.16) ως προς    




   
    
 που  θα προκύψει. 
Πραγματοποιώντας προσεκτικά τα ανωτέρω και αφού διατηρήσουμε όρους μέχρι 
πρώτης τάξεως ως προς    προκύπτει 
 
   





   
   





        




   
   
  
  





   




      
   
 
  
        
     
   
     
                                                                                                                
Απομένει να επανεκφράσουμε τον τελευταίο όρο της (4.2.18) ως προς την ανύψωση 
της ελεύθερης επιφανείας  . Παραγωγίζοντας μία φορά ως προς   και δύο φορές 
ως προς   την (4.2.16) προκύπτει η ζητούμενη έκφραση όπου αντικαθιστώντας, 
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κάνοντας τις απαραίτητες απλοποιήσεις, διατηρώντας όρους έως τάξεως     και 
αφαιρώντας το   προκύπτει η εξίσωση 
  
   
   
   
  
  
   
 
     
  
   
      
   
 
  














      
   
                                                
Η (4.2.20) περιγράφει λεπτού φάσματος (narrow banded) κυματισμούς σε ήπια 
μεταβολής βαθυμετρία. Σημειώνουμε ότι η σχέση διασποράς της (4.2.20) είναι η 





4.3. Οι εξισώσεις Boussinesq ως ειδικές περιπτώσεις των 
εξισώσεων Beji & Nadaoka 1997 
Το εδάφιο αυτό θα χωριστεί σε δύο υποενότητες. Στην πρώτη θα προχωρήσουμε σε 
επεξεργασία του σετ των εξισώσεων Beji & Nadaoka 1997 για την εξαγωγή των 
εξισώσεων Boussinesq και στην συνέχεια θα βελτιώσουμε τη σχέση διασποράς των 
εξισώσεων, χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις Boussinesq με βελτιωμένες σχέσεις 
διασποράς σε μία παρόμοια μορφή με αυτών που  εξάγαμε στο εδάφιο 2.4.  
Στη δεύτερη υποενότητα θα επεξεργαστούμε την (4.2.20) για την εξαγωγή της 
εξίσωσης Boussinesq η οποία εκφράζεται ως προς την ανύψωση της ελεύθερης 
επιφανείας από την οποία μπορούν να προκύψουν σολιτονικού τύπου λύσεις 
αντίστοιχες με του εδαφίου 3.2.      
4.3.1. Συσχέτιση μοντέλου ήπιας κλίσης Beji & Nadaoka 1997 
με εξισώσεις Boussinesq       
Όπως έχουμε  διαπιστώσει οι εξισώσεις τύπου  Boussinesq αποτελούν μία 
προσέγγιση του προβλήματος  (WW1) στην περιοχή του ρηχού νερού, λαμβάνοντας 
υπόψη όρους διασποράς χαμηλής τάξεως. Δεδομένου ότι στο όριο του πολύ ρηχού 
νερού η          , το σετ των εξισώσεων Beji & Nadaoka 1997 αναμένουμε 
να προσεγγίσει τις εξισώσεις ρηχού νερού, οι οποίες δεν εμφανίζουν διασπορά. 
Πράγματι κάνοντας απλή αντικατάσταση των όρων    και    στις εξισώσεις Beji & 
Nadaoka 1997 και λαμβάνοντας υπόψη την παρατήρηση για τους μη γραμμικούς 















                                                                                                               
Οι (4.3.1), (4.3.2) είναι οι γνωστές μη γραμμικές εξισώσεις ρηχού νερού. 
Για  την εξαγωγή των εξισώσεων Boussinesq είναι σαφές ότι θα πρέπει να ανέβουμε 
μία τάξη παραπάνω στην προσέγγιση. Θυμόμαστε ότι 
   
  
 
   
   
       
                                                                                                           
Δεδομένου ότι το       στην πρώτη τάξη προσέγγισης μπορεί να αναπτυχθεί ως 
        
  
 
                                                                                                              




   
       
 
           
       
 
    
      
 
    









     
 
 
         
         
                                                                                               
Στο σημείο αυτό θα ξαναγράψουμε τις εξισώσεις Beji & Nadaoka 1997  για να 































    
 
         
       
   
     
 
 




         
  
 
   
    
                       
Για τους όρους στο δεξί μέλος της ισότητας της (4.3.7) έχουμε βάση των (4.3.3) και 
(4.3.5) ότι 




         
         
      
         
         
 
   
      
         
                                                                                         
Επομένως το γινόμενο με χρήση της (4.3.8) 
            
      
 
         
                                                                                          
Επιπλέον το γινόμενο      με χρήση των (4.3.3) και (4.3.5) προκύπτει 




         
         
   
         
 
         
                                                                 
Συνδυάζοντας τις (4.3.9) και (4.3.10) προκύπτει ότι 
         





       
         
  
          




      
         
 
   




                                                                                                                
Για το τελευταίο όρο εντός του διαφορικού της (4.3.7) έχουμε δεδομένου ότι 
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Χρησιμοποιώντας ότι  
 




 προκύπτει ότι ο τελευταίος ρήχωσης όρος παίρνει 
την μορφή βάση της (4.3.12) 
 























                                        
Χρησιμοποιώντας τις (4.3.11) και (4.3.13) το γεγονός ότι   
     και  
  
  
   αλλά 
και την παρατήρηση για τους μη γραμμικούς όρους  της (4.3.7) που έγινε στο 



















   




   
    
                                                                    
Εισάγουμε τώρα την εξίσωση τύπου Boussinesq με τον επιπλέον διορθωτικό όρο 



















   




   
    
     
   
     
  
   
   
                      
Βάση της προηγούμενης ανάλυσης που έγινε είδαμε ότι ο όρος 
  
 
 προέκυψε από το 
         
       
. Δεδομένου αυτού μπορούμε να θεωρήσουμε τις (4.3.6) και (4.3.7) με 
επιπλέον διορθωτικούς όρο διασποράς 
          
       


































    
 
         
       
   
     
 
 




         
  
 
   
    
 
           
       
 
   
     
  
   
   
                                                       
Το παραπάνω σετ εξισώσεων αποτελεί το βελτιωμένο ως προς τα χαρακτηριστικά 
διασποράς σύστημα Beji & Nadaoka 1997. Σκοπός μας είναι να δούμε κατά πόσο 
διορθώνει τη διασπορά ο εν λόγω όρος σε σχέση με τα αποτελέσματα του εδαφίου 
4.1 στην περιοχή του ρηχού νερού. Για  να γίνει αυτό θα πρέπει να εξάγουμε σχέση 
διασποράς για το σύστημα (4.3.18), (4.3.19). Θεωρώντας συνεπώς σταθερή 
βαθυμετρία γραμμικοποιούμε το σετ των εξισώσεων (4.3.18), (4.3.19) το οποίο θα 



















         
       
    
     
 
           
       
 
   
     
  
   
   
              
Θεωρούμε αρμονικές λύσεις της μορφής                       και 
                      και αντικαθιστώντας στις (4.3.20) προκύπτει 




      
  
 
   
                                                                                     
Αντικαθιστώντας τις αρμονικές λύσεις στην (4.3.21) μαζί με την (4.3.22) έχουμε 
απαλείφοντας τα   
   
  
 




   
         
       
    
  
           
       
   
   
 
  
     
     
   
  
 




        
         
       
    
  
    
        




   
Πολλαπλασιάζουμε την έκφραση παραπάνω με   και παραγοντοποιούμε για να 
προκύψει   
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Στο σχήμα που ακολουθεί (Εικόνα 20) φαίνεται η καμπύλη διασποράς της (4.3.23) 
για   
 
  
 έναντι της γραμμικής θεωρίας και του συστήματος χωρίς τον διορθωτικό 
όρο που αντιστοιχεί στην περίπτωση     για     , ενώ στο παρακάτω σχήμα 
(Εικόνα 21) φαίνεται η καμπύλη διασποράς του συστήματος Boussinesq με 
βελτιωμένη σχέση διασποράς έχοντας επιλέξει   
 
  
, έναντι της γραμμικής 
θεωρίας και του συστήματος χωρίς τον διορθωτικό όρο (   ). Παρατηρούμε ότι 
στο πρώτο σχήμα (Εικόνα 20) έχουμε βελτίωση της σχέσης διασποράς στο πιο βαθύ 
νερό σε σχέση με την βελτιωμένη εξίσωση Boussinesq (Εικόνα 21), ωστόσο όπως 
είναι αναμενόμενο, στο πολύ ρηχό νερό έχουμε μία μικρή απόκλιση για       . 
 
Εικόνα 20: Καμπύλη διασποράς για β=1/21 για το βελτιωμένο ως προς τα χαρακτηριστικά διασποράς 




Εικόνα 21: Καμπύλη διασποράς εξισώσεως Boussinesq με βελτιωμένα χαρακτηριστικά διασποράς για β=1/21 
  
 4.3.2. Εξαγωγή των εξισώσεων τύπου Boussinesq για σταθερή 
βαθυμετρία. 
Στην ενότητα αυτή θα εξάγουμε την εξίσωση Boussinesq για σταθερή βαθυμετρία 
όπως θα προκύψει από την εξίσωση (4.2.20). Εφόσον θεωρούμε σταθερή τη 
βαθυμετρία, οι όροι ρήχωσης της (4.2.20) θεωρούνται μηδενικοί και η (4.2.20) 
παίρνει την μορφή: 
  
   
   
   
  
  
   
 
     
  
   












      
   
                                                                                                                      
Χρησιμοποιώντας τη σχέση από τη γραμμική θεωρία 
   
   
              
   
   
                                                                                       
Η (4.3.24) παίρνει τη μορφή 
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Βάση της παρατήρησης στo εδάφιο 4.2 για τους μη γραμμικούς όρους η (4.3.26) 
απλοποιείται περισσότερο στην  
  
   
   
   
  
  
   
 













      
   
                       
Εφόσον      διαιρούμε την (4.3.27) και έχουμε 
   
   
   
   
  
 
   
   
 
  
        
    
   











      
   
                  
Από τις προσεγγίσεις (4.3.3) και (4.3.5) της προηγούμενης υποενότητας προκύπτει 
ότι 
     
         
         
                                                                                                             
Και ο όρος  
  
        
    
 
  
       
         
    
         





      
         




                             
Χρησιμοποιώντας την (4.3.30) το γεγονός ότι 
  
  
   και ότι        προκύπτει η 
παρακάτω εξίσωση  
   
   
    
   




   





      
   
                                                                     
H (4.3.31) είναι μία εξίσωση τύπου Boussinesq για σταθερή βαθυμετρία και 
συναντάται στην βιβλιογραφία ως εξίσωση  B Boussinesq. Μία τέτοια εξίσωση 
εξήγαγε και ό ίδιος ο J. Boussinesq για να εξάγει το wave of translation (κύμα 
σολιτονικού τύπου) που είχε παρατηρήσει ο J.S. Russell. Οι λύσεις που προκύπτουν 
υποθέτοντας κύμα που κινείται με σταθερή ταχύτητα                 είναι 
παρόμοιες με τις λύσεις (3.2.8) και (3.2.9). Για μία εξαγωγή των λύσεων από την 




5. Αριθμητική Επίλυση των βελτιωμένων εξισώσεων 
Boussinesq. 
Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε το αριθμητικό σχήμα για την επίλυση των 
εξισώσεων τύπου Boussinesq με βελτιωμένα χαρακτηριστικά διασποράς (4.3.16), 
(4.3.17) με την μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών. Οι εν λόγω εξισώσεις 
θεωρούν ήπιας κλίσης βαθυμετρία στο βαθμό που 
   
   
   και εισήχθησαν για 
αριθμητική επίλυση από τους Beji & Battjes 1994. Επαναδιατυπώνουμε τις 















     
   




   
    
     
   
   
                                             
Όπου    
 
 
   και με βέλτιστη τιμή για το   
 
  
, όπως είδαμε στο εδάφιο 4.3. Ως 
αρχικές συνθήκες για το πρόβλημα θεωρούμε το ρευστό σε ηρεμία την χρονική 
στιγμή    , δηλαδή 
                                                                                                                               
Στην αριθμητική επίλυση των εξισώσεων δεν είναι δυνατόν να καταφέρουμε να 
εξάγουμε λύσεις κατά μήκος του όλου του άξονα   και επομένως θεωρούμε 
επιπλέον ότι οι (5.1) και (5.2) ορίζονται για τιμές              , και    . 
Οι διαταραχές θα εσέλθουν στο χωροχρονικό χωρίο            θεωρώντας 
συνοριακές συνθήκες στο σύνορο    και πιο συγκεκριμένα στην ευθεία      και 
θα εξέλθουν από αυτές με συνοριακές συνθήκες απορρόφησης στην ευθεία     , 
ώστε να αποφευχθεί ανάκλαση των κυματισμών. 
5.1 Παρουσίαση του πλέγματος και της προσέγγισης των 
παραγώγων 
Για την εξαγωγή αριθμητικών λύσεων το χωροχρονικό χωρίο  , μαζί με το σύνορό 
του που αποτελείται από τις ευθειες                θα καλυφθεί με 
πλέγμα  , του οποίου τα σημεία τομής θα θεωρηθούν τα διακριτά σημεία στα 
οποία θα προσεγγίσουμε τη λύση. Στο   θα θεωρήσουμε ομοιόμορφη διαμέριση 
από    διαστήματα     
       
   
     ώστε τα διακριτοποιημένα σημεία του 
  να δίνονται από το                      . Αντίστοιχα για χρονικό 
βήμα   , διακριτοποιούμε το χρονικό άξονα από σημεία                . Με 
αυτό τον τρόπο ένα σημείο          γράφεται ως                   
         με            και        . Στην Εικόνα 18 φαίνεται το πλέγμα 




Εικόνα 22: Το χωρίο R μαζί με το σύνορό του, η εφαρμογή του πλέγματος G και κάποια σημεία εξωτερικά 
αυτού 
εκτός του πλέγματος         ,           τα οποία θα χρειαστεί να προσεγγίσουμε 
για να εκτιμήσουμε τις εξισώσεις διαφορών. 
Οι αριθμητικές λύσεις των εξισώσεων (5.1) και (5.2),   και  , θα προσεγγιστούν στα 
σημεία          και          του πλέγματος    και τις οποίες χάριν συντομίας θα 
συμβολίζουμε με   
  και   
  αντίστοιχα. Σκοπός μας είναι η κατασκευή 
διανυσμάτων – λύσεων του      ώστε για κάθε χρονικό βήμα         να 
προσεγγίζουμε τη λύση, μέσω του αριθμητικού σχήματος που θα περιγράψουμε 
παρακάτω. Τα διανύσματα αυτά δίνονται από: 
      
    
        
                                                                                                              
      
    
        
                                                                                                             
Στην συνέχεια θα ακολουθήσει προσέγγιση των μερικών παραγώγων που 
εμφανίζονται στις εξισώσεις (5.1) και (5.2.) από τις αντίστοιχες διαφορές τους. Οι 
προσεγγίσεις αυτές μπορούν να προκύψουν από το Θ. Taylor ως εξής: 
                    
  
  






                   
 
  
   
      
                                                          
Για την χωρική μερική παράγωγο έχουμε από εφαρμόζοντας το Θ. Taylor στα 
σημεία      και      ότι 
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όπου αφαιρώντας κατά μέλη τις δύο σχέσεις (5.1.α) και (5.1.β) προκύπτει η 





   
                      
 
   
     
      
                                   






                   
 
  
     
    
                                                     






                   
 
  
   
      
                                                     
Για την δεύτερη χωρική παράγωγο, προσθέτοντας κατά μέλη τις (5.1.α) και (5.1.β) 
προκύπτει ότι 
   
   
 
 
   
                             
 
 
   
     
     
      
                                                                       
Η μεικτή παράγωγος προσεγγίζεται από τα προηγούμενα αποτελέσματα (5.1.4) και 
(5.1.3) ως εξής 
   












   
                      
 
 




          
 
  
          
 
 
     
                                    
             
 
     
     
        
        
      
                 
Με βάση την (5.1.5) και την (5.1.4) μπορεί να προσεγγιστεί η τρίτη χωρική 
παράγωγος αφού 
   





   






   
                              
 
 
    
                                 
            
 
 
    
      
       
       
      
                                          
Τέλος, με τον ίδιο τρόπο και βάση των (5.1.5) και (5.1.3)  προσεγγίζεται και η  
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Οι (5.1.3)-(5.1.8) αποτελούν τις προσεγγίσεις των παραγώγων που εμφανίζονται 
στις εξισώσεις (5.1) και (5.2) ως προς την μέση οριζόντια ταχύτητα  . Αξίζει να 
σημειώσουμε ότι την ιδια προσέγγιση των παραγώγων  θα κάναμε και για την 
ανύψωση της ελεύθερης επιφανείας, δηλαδή η  
   
   
 θα προσεγγιστεί με διαφορές 
αντίστοιχες της (5.1.7) όπου όμως το   θα αντικατασταθεί με το  . Με άλλα λόγια οι 
διαφορές (5.1.3)-(5.1.8)  προσεγγίζουν τους αντίστοιχους διαφορικούς τελεστές. 
Επιπλέον από την προσέγγιση της τριτοτάξιας παραγώγου (5.1.7) φαίνεται και ο 
λόγος για τον οποίο συμπεριλάβαμε στην Εικόνα 18 σημεία εκτός του χωρίου   
σημειώνουμε ότι όπως θα δούμε οι (5.1.5) – (5.1.8) στο αριθμητικό σχήμα θα 
συμπεριληφθούν για         αφού για    και      θα εισαχθούν οι 
αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες. 
5.2 Το αριθμητικό σχήμα 
Το αριθμητικό σχήμα που θα χρησιμοποιήσουμε για για         αποτελείται 
από τρία βασικά βήματα, τα οποία μπορούν να περιγραφούν από τον ακόλουθο 
αλγόριθμο: 
Για           
1. Πρόβλεψη του διανύσματος      από την διακριτοποιημένη (5.1) με την 
άμεση μέθοδο Euler. 
2. Υπολογισμός του διανύσματος      από την διακριτοποιημένη (5.2) με την 
μέθοδο    
3. Διόρθωση του διανύσματος      από την νέα διακριτοποίηση της (5.2) με 
την μέθοδο    
Όπου τα βήματα 2 και 3 μπορούν να επαναληφθούν περισσότερες από μία φορές 
για την αύξηση της ακρίβειας του αριθμητικού σχήματος. 
Φυσικά το σχήμα θα πρέπει να εμπεριέχει και τις κατάλληλες συνοριακές συνθήκες 
για    και     . 
Η Μέθοδος   
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Στην μέθοδο  , υποθέτουμε ότι οι εξισώσεις (5.1) και (5.2.) ικανοποιούνται στα 
σημεία                όπου         του πλέγματος   . Υπό αυτή την υπόθεση, 
όλες οι χωρικές μερικές παράγωγοι αντικαθίστανται από τις προσεγγίσεις τους στο 
  και     βήμα, ώστε για την  
  
  






   





   








   
       
        
               
      
                              
Ενώ για την 
   
   
 με τη βοήθεια της (5.1.7) θα έχουμε ότι 
 
   
   
 
 
   
   
   
   
 
 
   
       
   






    
        
         
         
        
    
            
       
       
      
                                       
Η παραπάνω μέθοδος είναι μία παραμετρική μέθοδος όπου μας εξάγει στην 
πραγματικότητα πολλαπλά αριθμητικά σχήματα ανάλογα με την επιλογή του 
        και όταν   
 
 
 οδηγούμαστε στη γνωστή μέθοδο των Crank-Nikolson, η 
οποία χρησιμοποιήθηκε από τους Beji & Battjes 1994. 
Συνοριακές Συνθήκες 
Προχωράμε τώρα στον καθορισμό των συνοριακών συνθηκών, βάση των οποίων 
καθορίζεται η συμπεριφορά του αριθμητικού σχήματος στο σύνορο του χωρίου  , 
και πιο συγκεκριμένα στα ευθύγραμμα τμήματα      και     , που 
αντιστοιχούν στις τιμές    και      αντίστοιχα. 
Στο ευθύγραμμο τμήμα      που θεωρείται και η συνθήκη εισόδου του 
σχήματος,  η ανύψωση της ελεύθερης επιφανείας   δίνεται από το 
                                                                                                                                 
Όπου      μία κατάλληλη συνάρτηση η οποία παράγει κυματισμούς περιόδου   και 
ύψους κύματος , και μπορεί ανάλογα με τη δοθείσα βαθυμετρία να είναι κύμα 
Stokes (1ης  - 5ης τάξεως) ή cnoidal wave, στην μορφή που δίνονται στο κεφάλαιο 3. 
Βάση του πλέγματος    η (5.2.3) παίρνει την μορφή: 
  
                                                                                                                                     
Στο ίδιο σημείο καθορίζεται και η μέση ως προς το βάθος οριζόντια ταχύτητα, η 
οποία μπορεί να υπολογιστεί γενικά από την εξίσωση της συνέχειας  (5.1) για 
οδεύον κύμα ως 
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Όπου    η φασική ταχύτητα που υπολογίζεται από τη σχέση διασποράς των (5.1) 
και (5.2) για την εισερχόμενη περίοδο κύματος   και    η βαθυμετρία στο      . 
Βάση του πλέγματος    η (5.2.4) παίρνει την μορφή: 
  
  
    
 
     
                                                                                                                            
Στο ευθύγραμμο τμήμα      που θεωρείται και η περιοχή στην οποία εξέρχεται ο 
κυματισμός, εφόσον οι εξισώσεις (5.1) και (5.2) υποστηρίζουν κυματισμούς και 
προς τις δύο κατευθύνσεις, θα πρέπει για να μην έχουμε φαινόμενα ανάκλασης του 
κυματισμού να απαιτήσουμε συνθήκες οι οποίες δεν επιτρέπουν αυτό το 
φαινόμενο. Θεωρούμε συνεπώς συνοριακές συνθήκες  
        
  
      
       
  
                                                                             
        
  
      
       
  
                                                                           
Όπου      η φασική ταχύτητα μετάδοσης του προσπίπτοντος κύματος η οποία 
υπολογίζεται όπως και στην περίπτωση του εισερχόμενου κυματισμού για την 
τοπική βαθυμετρία     . Οι (5.2.5) και (5.2.6) είναι όπως γνωρίζουμε 
μονοκατευθυντικές κυματικές εξισώσεις  και επιβάλουν με αυτό τον τρόπο την 
αποφυγή της ανάκλασης των κυματισμών. 
Εφόσον οι (5.2.5) και (5.2.6) είναι διαφορικές εξισώσεις, οι οποίες βρίσκονται στα 
σημεία του πλέγματος    θα πρέπει να διακριτοποιηθούν, βάση των διαφορών που 
εισάγαμε και της μεθόδου   η οποία εισάγεται σε αυτή την περίπτωση και χωρικά 





   
   





   




   
   




   
 





   
   





   




   
   




   
 
               
Και χρησιμοποιώντας τους υπολογισμούς των διαφορών (5.1.3) και (5.1.4β) 
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Με μία καλύτερη παραγωντοποίηση που θα χρησιμοποιηθεί στο αριθμητικό σχήμα 
οι (5.2.9) και (5.2.10) παίρνουν την μορφή στην περίπτωση που         
               
                     
   
                    
                   
                         
               
                     
   
                    
                   
                         
Στην περίπτωση όπου     έχουμε από τις εξισώσεις (5.2.5) και (5.2.6) ότι 
    
        
             
    
                                                                                     
    
        
             
    
                                                                                    
Τα σημεία εκτός του χωρίου   
Όπως επισημάνθηκε και παραπάνω, η εμφάνιση μεγάλης τάξεως παραγώγων στις 
(5.1) και (5.2), μας επιβάλουν τον υπολογισμό σημείων εκτός του χωρίου   και πιο 
συγκεκριμένα των σημείων         και        , τα οποία επεκτείνοντας 
το πλέγμα   μπορούν να θεωρηθούν ως τα σημεία     και     . Στα σημεία αυτά η 
ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας   θα υπολογιστεί προσεγγιστικά με τη βοήθεια 
δύο πολυωνύμων που δίνονται από τη γραμμική παρεμβολή 
                 
               
     
       
                    
                 
       
         
Εισάγοντας στο          το         προκύπτει η προσέγγιση της 
   
                                             
    
    
                                                                                                      
Ενώ εισάγοντας στο           το         προκύπτει η 
    
                                              
      
    
                                                                                                 
Το Αριθμητικό Σχήμα 
Μετά την περιγραφή των συνοριακών συνθηκών και των επιπλέον σημείων που θα 
πρέπει να ληφθούν στους αριθμητικούς υπολογισμούς περνάμε στην αναλυτική 
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περιγραφή του αριθμητικού σχήματος, όπως έχει σκιαγραφηθεί στην αρχή του 
κεφαλαίου.  




   
 
   
   
    
    
                                                                                
Και εκφράσεις που θα ακολουθήσουν οι άγνωστοι – προς υπολογισμό – όροι θα 
βρίσκονται μετά τις απαραίτητες πράξεις στο αριστερό μέλος, ενώ οι όροι στο δεξί 
μέλος θα θεωρούνται γνωστοί. 
Βήμα 1: Θα περάσουμε στην άμεση διακριτοποίηση της εξίσωσης της συνέχειας 
(5.1) η οποία προκύπτει απευθείας από τις εκφράσεις (5.1.3) και (5.1.4) για 
        
 
  
   
      
    
 
   
           
      
            
      
      
    
   




           
      
            
      
                   
Ενώ για       έχουμε βάση της συνοριακής συνθήκης (5.2.11) για    
      ότι  
    
    
 
           
                   
                       
 
                  
                                                         
Και βάση της (5.2.11α) για     ότι 
    
        
             
    
                                                                    
Όπου σημειώνουμε ότι ο όρος   
    στο δεξί μέλος της (5.2.17) θεωρείται γνωστός 
διότι έχει προκύψει από την (5.2.16) για   . 
Βήμα 2: Έχοντας την πρώτη εκτίμηση για το      προχωράμε στον υπολογισμό του 
διανύσματος      ο οποίος θα προκύψει από την διακριτοποίηση της εξίσωσης της 
ορμής (5.2) βάση της μεθόδου    σύμφωνα με την οποία θα έχουμε 





   
      
     





   





   
     
  
     
     
        
     
       
      
        
  
   
         
   
 
     
     
        
        
      
  
    
   
   
 
 
   
                                                                                            
Ο μη γραμμικός όρος  
  
  
 έχει προσεγγιστεί από την έκφραση   





   
. Η 
προσέγγιση του όρου   
    και οι επιλογές που προκύπτουν θα παρουσιαστούν 
μετά το σχήμα που ακολουθεί.  




   
        
   
 
 
             
            
     
   
    
 
 
   
        
   
 
 
             
   
   
 
 
       
        
   
 
 
             
 
         
     
   
 
 
       
        
   
 
 
             
 
     
      
       
      
             
     
    
   




       
      
             
    
                   
Όπου η   
    στο δεξί μέλος είναι γνωστή ως συνοριακή συνθήκη εισόδου (5.2.4α) 




   
        
   
 
 
                   
            
     
   
   
 
 
   
        
   
 
 
                   
   
   
 
 
       
        
   
 
 
                   
 
         





       
        
   
 
 
                   
 
     
        
        
               
      
   




         
        
    
           
      
                                                                        






   
        
   
 
 
                   
            
     
   
   
 
 
   
        
   
 
 
                   
   
   
 
 
       
        
   
 
 
                   
 
         





       
        
   
 
 
                   
 
     
         
      
        
                
    
      
   




         
        
    
           
      
                                                                           
Τέλος για      έχουμε από την συοριακή συνθήκη (5.2.12) για         
               
                     
   
                    
                   
  
                                                                                                              
Ή από την (5.2.12α) για     
    
        
             
    
                                                                  
Οι ανωτέρω εξισώσεις (5.2.19α)-(5.2.19δ’) μπορούν να συνοψιστούν ανάλογα με 
την επιλογή του   στην μορφή ενός γραμικού συστήματος με άγνωστο το διάνυσμα 
      
                                                                                                                  







     
      
 
   
 
      





                                                                    
Όπου οι συντελεστές δίνονται από τα αριστερά μελή των (5.2.19α)-(5.2.19δ’) 
Για    
           
        
 
 
   
        
   
 
 
           
Για        
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Και για      καθορίζεται από τις συνοριακές συνθήκες ανάλογα με την 
επιλογή του   
                                               
                    
Το διάνυσμα        
 
 
   
        
   
 
 
             
          
 
είναι 
το διάνυσμα των εισερχόμενων συνοριακών συνθηκών,  και το                
είναι διάνυσμα το οποίο δίνεται από τα δεξιά μέλη των (5.2.19α)-(5.2.19δ’), πλην 
του πρώτου συντελεστή της (5.2.19α), και είναι και τα δύο διαστάσεως    . Το 
γραμμικό σύστημα (5.2.20) μπορεί να λυθεί για να προκύψει το άγνωστο διάνυσμα 
    .  
Πριν προχωρήσουμε στο επόμενο βήμα θα ασχοληθούμε με τον όρο   
      
     . Από την μέθοδο  , είδαμε ότι οι εξισώσεις ικανοποιούνται σε συγκεκριμένα  
διακριτά σημεία της διαμέρισης που κάναμε μέσω του πλέγματος  , τα οποία σε 
συνεχή μορφή μπορούν να γραφούν ως          . Αναπτύσσοντας κατά Taylor 
την μέση οριζόντια ταχύτητα γύρω από το σημείο αυτό έχουμε: 
                     
       
  
                                                                 
Στην παραπάνω εξίσωση (5.2.21) ο όρος 
       
  
 μπορεί να υπολογιστέι μέσω της 









                                                                                                              
Συνδυάζοντας τις (5.2.21) και (5.2.22) έχουμε 






                                                                  
Όπου διακριτοποιώντας την (5.2.23) με μία άμεση μέθοδο προκύπτει με όρους του 
πλέγματος   η ακόλουθη έκφραση για        
  




    
      
      
         
      
                                             
Όπου σημειώνεται ότι όλοι οι όροι στο δεξί μέλος είναι γνωστοί από το 
προηγούμενο χρονικό βήμα και από το Βήμα 1. 
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 Βήμα 3: Έχοντας υπολογίσει τις τιμές του διανύσματος      από το προηγούμενο 
βήμα, προχωράμε στη διόρθωση των       που υπολογίστηκαν στο Βήμα 1, με την 
μέθοδο  . Ο υπολογισμός θα προκύψει πάλι από την εξίσωση της συνέχειας (5.1) 
και το σχήμα βάση της (5.1.3) είναι το ακόλουθο: 
 
  
   
      
    




   
                                                                          
Η (5.2.25) διακριτοποιείται σύμφωνα με το πλέγμα  , σε συμφωνία με τη μέθοδο   
ως εξής 
  




             
        
              
        
    
                 
      
            
      
                   
5.3 Ευστάθεια 
Στην συνέχεια θα αναλύσουμε την ευστάθεια του αριθμητικού σχήματος που 
περιγράφηκε στην παράγραφο 5.2 βάση της μεθόδου του Von Neumann. Η μέθοδος 
αυτή δίνει για τις γραμμικοποιημένες εξισώσεις μία ποσοτικοποίηση του 
σφάλματος το οποίο θεωρείται ότι ικανοποιεί και αυτό τις γραμμικοποιημένες 
εξισώσεις διαφορών των σχημάτων που εξάγαμε στα τρία βήματα. Κάτω από τις 
περιοδικές αρχικές συνθήκες που εισάγουμε στο σχήμα, θεωρούμε ότι το σφάλμα 
μπορεί να αναπαρασταθεί σαν σειρά Fourier, και συνθήκη που απαιτεί η μέθοδος 
είναι ο τυχαίος συντελεστής της σειράς να παραμένει φραγμένος. Θεωρώντας   
  
και   
 τις αριθμητικές λύσεις που παράγονται από τα βήματα που περιγράφηκαν 
στο αριθμητικό σχήμα, οι οποίες εμπεριέχουν τα σφάλματα που προκύπτουν, και 
με    
  και   
  τις ακριβείς λύσεις των βημάτων 1 έως 3, τα σφάλματα μπορούν να 
αναπαρασταθούν ως: 
  
    
    
                                                                                                          
  
    
    
                                                                                                         
Όπου      ,               Το κριτήριο ευστάθειας βάση της μεθόδου Von 
Neumann, δίνεται από το  
                                                                                                                                           
Για τις ανάγκες της γραμμικοποίησης των εξισώσεων (5.2.16), (5.2.19) και (5.2.26), 
οι οποίες θα θεωρηθούν για την ανάπτυξη της μεθόδου σε σταθερή βαθυμετρία, 
εισάγουμε  
  , να είναι η τυπική τιμή (πχ η μέση βαθυμετρία) των              
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Η εξίσωση (5.2.16) μπορεί να γραφεί βάση των (5.3.4.α) και (5.3.4.γ) ως  
  
      
    
 
 
     
      
           
Υποθέτοντας ότι το σφάλμα  
  που δίνεται από την (5.3.1) ικανοποιεί την (5.3.5)  
έχουμε 
  
      
    
 
 
     
      
     
                               
   
 
 
                                                                        
Διαιρώντας την (5.3.6) με              και χρησιμοποιώντας ιδιότητες των 
μιγαδικών προκύπτει 
                                                                                                                          
Η (5.3.7) που πρόεκυψε από το σχήμα λέγεται εξίσωση ευστάθειας του σχήματος 
(5.2.16) και θα πρέπει να εξεταστεί κάτω από ποιες προϋποθέσεις ικανοποιεί το 
κριτήριο ευστάθειας του Von Neumann (5.3.3). Χρησιμοποιώντας ιδιότητες του 
μέτρου των μιγαδικών αριθμών προκύπτει ότι 
                 
  
  
                                                                                              
Επομένως το κριτήριο ευστάθειας ικανοποιείται υπό την συνθήκη     . 
Συμπεραίνουμε βάση του ορισμού του    η στάθμη ηρεμίας στις αρχικές συνθήκες 
(5.3)  μας δίνει ευστάθεια για αρχικό βήμα, αφού                  
  και 
δικαιολογεί την συγγεκριμένη επίλογή των αρχικών συνθηκών.  
Προχωράμε τώρα στη μελέτη ευστάθειας του δεύτερου βήματος, όπου για την 





        
        
         
       
       
        
       




            
      
       
       
     
      
  
   
 
     
        
        
         
        
        
      
   




         
        
         
        
  
      
      
                                                                                            
Χρησιμοποιώντας την (5.3.4.β) για την εξίσωση της συνέχειας (5.2.16) έχουμε ότι 
  
      
    
 
 
     
      
                                                                                         
Αντικαθιστώντας στη συνέχεια την (5.3.10) στην (5.3.9) προκύπτει ότι 
 
 
        
        
         
       
       
        
       




            
      
       
       
     
      
  
   
     
          
      
      









        
     
      
  
     
      
      




       
      
                
Σκοπός μας είναι να γραφεί η εξίσωση με όρους   
  ώστε να μπορέσουμε να δούμε 
τη συμπεριφορά της ως προς το σφάλμα   
  που δίνεται από την (5.3.2).  Για το 
σκοπό αυτό θα πρέπει να εκφράσουμε τους δύο τελευταίους όρους της (5.3.11) ως 
προς τα   
 , προσεγγιστικά. Θεωρούμε την γραμμικοποιημένη εξίσωση της ορμής 






                                                                                                                            
Η οποία μπορεί να διακριτοποιηθεί ως   
    
      





   
      
                                                                                
           
      





   
      
                                                                    
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (5.3.13α) και  (5.3.13β) στην (5.3.11) προκύπτει 





        
        
         
       
       
        




            
      
       
       
     
      
  
    
          
      
      









        
     
      
                                     
Στην συνέχεια στην (5.3.14) υποθέτουμε ότι το σφάλμα   
  που δίνεται από την 
(5.3.2) ικανοποιεί την (5.3.14) ώστε μετά από πράξεις και διαιρώντας με 
             προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση ευστάθειας 
                     
       
    
 
      
                          
       
    
 
 
      
                          




                                                                  
Η (5.3.15) είναι της μορφής          με       και για οποιαδήποτε τιμή του   




                                                                                                                                        
Το οποίο οδηγεί μετά από πράξεις και χρησιμοποιώντας ιδιότητες των μιγαδικών 
αριθμών και των μέτρων τους στην παρακάτω έκφραση 
        
  
    
 
   
      
      
    
 
             
  
    
 
      
            
      
            
                                                                         
Η (5.3.17) αφού εκτιμηθεί για τις διάφορες τιμές του         οδηγεί στις 





Θέτοντας       
 ,       
   έχουμε ότι 
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Η επιλογή του   σύμφωνα με με τις (5.3.18α) – (5.3.18γ) συνεπάγεται ευτάθεια του 
αριθμητικού σχήματος του βήματος 2 ανάλογα με την επιλογή του  . Έχουμε λοιπόν 
ευστάθεια του βήματος 2 υπό συνθήκη που δίνεται ανάλογα με την επιλογή του   
από τις (5.3.18α) – (5.3.18γ). 
Στην συνέχεια προχωράμε στην ανάλυση ευστάθειας του τρίτου βήματος  που 
αποτελεί και τη διόρθωση του πρώτου βήματος ώστε να εκτιμηθεί η επιλογή του 




Από την εξίσωση (5.2.26) έχουμε χρησιμοποιώντας τις (5.4.3.α) και (5.3.4.γ) ότι 
  




         
        
               
      
                                   
Θεωρώντας ότι το σφάλμα  
  (5.3.1) ικανοποιεί την (5.2.26) έχουμε μετά από 
αντικατάσταση και διαίρεση με              την ακόλουθη εξίσωση ευστάθειας 
                       
                                                                
Από όπου προκύπτει ότι  
     
                    
                
                                                                                    
Όπου από το κριτήριο ευστάθειας (5.3.3) συμπεραίνουμε ότι το σχήμα είναι 
ευσταθές για επιλογή του    
 
 




5.4 Προσεγγίσεις του μη γραμμικού όρου 
Στο εδάφιο αυτό θα δούμε μερικούς ακόμα τρόπους προσέγγισης του μη 
γραμμικού όρου   
    που εισάγαμε στο δεύτερο βήμα του αριθμητικού σχήματος 
της παραγράφου 5.2. Για την πληρότητα της παραγράφου 5.2. εισάγαμε την 
προσέγγιση (5.2.23) η οποία διακριτοποιήθηκε μέσω της (5.2.24). Εδώ θα 
παρουσιάσουμε μερικούς ακόμα τρόπους προσέγγισης οι οποίοι προτάθηκαν από 
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τους Beji & Battjes 1994 για την μέθοδο Crank-Nikolson    
 
 
  . Οι τρόποι αυτοί 
επεκτείνονται φυσιολογικά στην μέθοδο για αυθαίρετο  .  
Πριν ξεκινήσουμε θα αναφέρουμε κυρίως για ιστορικούς λόγους ότι η πιο απλή 
προσέγγιση υιοθετήθηκε από τον Peregrine 1967 εισάγοντας απλώς το   
  αντί του 
  
    για τις εξισώσεις που εξήγαγε οι οποίες είναι ισοδύναμες με τις  (5.1), (5.2) για 
   . 
Οι  Beji & Battjes 1994  παρουσίασαν στην δημοσίευσή τους τρεις επιπλέον τρόπους 
στην διαχείριση του όρου   
   . Αναπτύσσοντας κατά Taylor τον όρο   
  
           γύρω από το σημείο               έχουμε ότι 
  
    





   
                                                                                                   





   
 , οδηγούν σε διαφορετικές εκτιμήσεις του 
μη γραμμικού όρου. Δεδομένου ότι βρισκόμαστε στο Βήμα 2 του αριθμητικού 
σχήματος δεν είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε τιμές όπως η   
   . Η απαλοφή αυτών 















                                                                                                               
Από την (5.4.3) προκύπτει ότι 
  
  










 μέσω της μεθόδου   θα διακριτοποιηθεί έχοντας εντός του τους όρους 
    
    και     
   , οι οποίοι παραμένουν άγνωστοι. Για την προσέγγιση της 









                                                                                                                              
Αντικαθιστώντας τις (5.4.4) και (5.4.5) στην (5.4.1) και λύνοντας ως προς την   
    
προκύπτει 
  
      










   
                                                                              




      















   
                                                             
Για την (5.4.7) έχουμε τις εξής επιλογές για τον όρο   
    στο δεξί μέλος: 
1η επιλογή 
Η πρώτη επιλογή που μπορεί να γίνει είναι η αντικατάσταση του δεξιού   
    της 
(5.4.7) με τον όρο   
  ώστε η (5.4.7) να λάβει την ακόλουθη μορφή: 
  
      








   
 
   
       
        
               
 
     
                                                                                                         
Όπου το διάνυσμα     είναι γνωστό από το Βήμα 1 (σε επίπεδο πρόβλεψης). 
2η επιλογή 
Η δεύτερη επιλογή που μπορεί να γίνει είναι από την (5.4.7) να λύσουμε ως προς 
  
   . Κάνοντας αυτό προκύπτει ότι 









   
      





   
 
 Από όπου λύνοντας και διακριτοποιώντας έχουμε  
  
    
  
      
 
     
     
        
               
      
   
   
  
      
 
  
                   
3η επιλογή 
Η Τρίτη επιλογή μπορεί να γίνει από την (5.4.7), αναπτύσσοντας το   
    κατά 
Taylor   
      











   
  
  
 προκύπτει το ακόλουθο αποτέλεσμα  
  
      




      
 
  
   
      
  






   
       
        
               
      




Στα σχήματα που ακολουθούν παρακάτω θα δούμε πως επιδρούν οι επιλογές για 
τους μη γραμμικούς όρους (5.4.7.α) - (5.4.7.γ), καθώς και η αρχική επιλογή (5.2.24) 
για   
 
 
 με σολιτονικό παλμό πλάτους ανύψωσης της ελεύθερης επιφανείας 
0,025m που κινείται σε σταθερή βαθυμετρία 1,5m. Οι μετρήσεις έχουν 
πραγματοποιηθεί κατά τη χρονική εξέλιξη του παλμού για χρόνους        και 











5.5 Αριθμητικά Αποτελέσματα 
Ακολούθησαν στην συνέχεια αριθμητικά πειράματα σε ελαφρώς μεταβαλλόμενη 
βαθυμετρία της οποίας η τοπογραφία παρουσιάζεται στην Εικόνα 24. 




        που κρίθηκε από τους Bratsos et all 2007 ως η βέλτιστη τιμή για την 
παράμετρο. Η παρουσίαση γίνεται στον χωροχρονικό άξονα για περίοδο 
κυματισμού       s και ύψος        ,      και ύψος         και 
     και ύψος         με επιλογή μη γραμμικότητας της μορφής (5.2.24) 













Εικόνα 26                          
Στις Εικόνες 21, 22, 23 και 24 οι αρχικοί κυματισμοί είναι κύματα Stokes και 









Εικόνα 28:                      
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Στις Εικόνες 25 και 26 οι αρχικοί κυματισμοί είναι cnoidal waves και παρατηρούμε 
τη χωροχρονική τους εξέλιξη καθώς και την διαφοροποίηση με την επιλογή του 
        στην Εικόνα 26. Σε γενικές γραμμές οι κυματισμοί είναι πιο απότομοι 
προκαλώντας απότομες ταλαντώσεις για   
 
 
ενώ η κατάσταση ομαλοποιείται για  
           .
 





Εικόνα 30:       ,              
 
Στην συνέχει ακλούθησαν μετρήσεις από επτά συγκεκριμένους σταθμούς, των 
οποίων  η θέση φαίνεται στην Εικόνα 31, και αποτελούν τους ίδιους σταθμούς κάτω 




Εικόνα 31: Σταθμοί που πραγματοποιήθηκαν οι μετρήσεις. 
Οι αριθμητικές μετρήσεις που πραγματοποιήθηκαν στους σταθμούς της Εικόνας 31 
συγκρίνονται με τα πειραματικά δεδομένα που καταγράφηκαν από τους Beji Battjes 
1993, οι οποίες πραγματοποιήθηκαν σε δεξαμενή με την τραπεζοειδή διάταξη της 
Εικόνας 31  βυθισμένη εντός της. Τα πειράματα έλαβαν χώρα με δεδομένα την 
περίοδο του κυματισμού        και το ύψος κύματος          τα οποία 
παράγονταν από κυματηστήρα. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στις Εικόνες 32 
και 33 για       και        . Με την μπλε (έντονη) γραμμή παρουσιάζονται τα 
αριθμητικά αποτελέσματα ενώ με την κόκκινη (λεπτή) τα αποτελέσματα των 
μετρήσεων. Τέλος στην Εικόνα 33, φαίνονται οι μετρήσεις που πραγματοποίησαν 

















5.6 Σύνοψη της εργασίας 
Στην παρούσα εργασία αφού αρχικά εισήχθησαν οι εξισώσεις της υδροδυναμικής, 
έγινε εξαγωγή των εξισώσεων τύπου Boussinesq για σταθερή και για αργά 
μεταβαλλόμενη βαθυμετρία, ενώ βελτιώθηκαν μέσω ενός διορθωτικού όρου ο 
οποίος υπολογίστηκε εκ των υστέρων ώστε να καταστούν εφαρμόσιμες σε νερό 
ενδιάμεσου βάθους. Στην συνέχεια παρουσιάστηκαν οι εξισώσεις KdV από τις 
οποίες εξάγαμε περιοδικούς κυματισμούς (cnoidal waves) που αποτελούν μια 
ικανοποιητική προσέγγιση των κυματισμών στο ρηχό νερό αλλά και το μοναχικό 
κύμα (solitary wave). Για τα μεγαλύτερα βάθη παρουσιάστηκαν οι κυματισμοί 
Stokes έως και πέμπτης τάξεως οι οποίοι προσεγγίζουν ικανοποιητικά το προφίλ 
του κύματος στην περιοχή των βραχέων κυματισμών. Οι δύο αυτοί τύποι 
περιοδικών κυματισμών καθώς και το μοναχικό κύμα εισήχθησαν ως αρχικές 
συνθήκες στο αριθμητικό σχήμα το οποίο διακριτοποιεί τις εξισώσεις Boussinesq με 
βελτιωμένα χαρακτηριστικά διασποράς, με την μέθοδο των πεπερασμένων 
διαφορών. 
Στο κεφάλαιο 4 παρουσιάσαμε ένα άλλο ασθενώς μη γραμμικό μοντέλο το οποίο 
στην γενική του περίπτωση μπορεί να περιγράψει κυματισμούς ευρέου φάσματος 
από το βαθύ έως το ρηχό νερό με ήπια κλίση πυθμένα. Σαν ειδική περίπτωση 
λάβαμε το μοντέλο Beji & Nadaoka 1997, το οποίο σε εκφυλισμένη μορφή είναι σε 
θέση να παράγει τις εξισώσεις ρηχού νερού, τις εξισώσεις Boussinesq, αλλά και στο 
βαθύ νερό να παράγει εξισώσεις που επιδέχονται σαν λύσεις κυματισμούς Stokes 
δεύτερης τάξεως. Οδηγούμενοι από την φιλοσοφία των βελτιωμένων εξισώσεων 
Bousinesq, εισάγαμε διορθωτικό όρο στις εξισώσεις  Beji & Nadaoka 1997 όπου και 
είδαμε ότι η σχέση διασποράς βελτιώθηκε σημαντικά.  
Στο σημείο αυτό και εφόσον έχει  αναπτυχθεί ο κώδικας για την αριθμητική επίλυση 
των εξισώσεων Boussinesq με βελτιωμένες σχέσεις διασποράς προτείνουμε την 
χρήση του ίδιου κώδικά για την επίλυση του βελτιωμένου μοντέλου Beji & Nadaoka 
1997 στην προσέγγιση του ρηχού νερού, όπου η κατακόρυφη συνιστώσα της 
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Για τους όρους των (5.6.1) και (5.6.2) σε σχέση με τις εξισώσεις Boussinesq 





    
  
   
   
  










         
  
  
   
          
       
                                                                                       
Η αντικατάσταση (5.6.3) μπορεί να γίνει στον κώδικα για να επιλυθεί το μοντέλο 
Beji & Nadaoka 1997 στην περίπτωση του ρηχού νερού. Το θέμα αυτό αφήνεται, 
μαζί με την ανάλυση της ευστάθειας του σχήματος που θα προκύψει, αλλά και τις 
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